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1 Komplexe Unsicherheit

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Beriicksichtigung von komplexer Unsicherheit bei
der bayesianischen Schéatzung von Parametern einer linearen Regression. Der Begriff ,Mo-
delle unter komplexer Unsicherheit® steht allgemein fiir statistische Modelle, die den An-
spruch haben, die iibliche Wahrscheinlichkeitstheorie zu erweitern, indem sie etwa durch
die Betrachtung von Mengen von Verteilungen nicht-stochastische Unsicherheit (Ambi-
guitdt) addquat einbeziehen. Aufgrund dieser Motivation wird in dieser Arbeit die po-
tentielle Ungenauigkeit von Priori-Wissen in expliziter Weise in die Modellierung einbe-
zogen, indem statt einer einzigen eine Menge von Priori-Verteilungen bayesianisch aufda-
tiert wird. Kapitel 1 beschreibt den Begriff der komplexen Unsicherheit ndher und stellt
die Uberlegungen und Argumente dar, die fiir die Einbeziehung komplexer Unsicherheit
in der statistischen Modellierung sprechen. In Kapitel 2 wird als ausfiihrliches Beispiel
ein Modell unter komplexer Unsicherheit fiir multinomial-verteilte Daten beschrieben,
dass von [Walley 1996] entwickelt wurde und vielfache Anwendung gefunden hat (siehe
z.B. [Bernard 2005] oder [Bernard 2007]). In Kapitel 3 folgt die Beschreibung eines all-
gemeineren Ansatzes von [Quaeghebeur und de Cooman 2005] fiir die Berticksichtigung
komplexer Unsicherheit bei der bayesianischen Analyse von Stichproben, der in Kapitel
4 auf die in dieser Arbeit untersuchte Fragestellung verallgemeinert wird. In Kapitel 5
werden schliellich die gewonnenen Erkenntnisse zusammengefasst und ein Ausblick auf
mogliche Erweiterungen und weitergehende Ansétze gegeben.

1.1 Einfiihrung

,otatistik unter komplexer Unsicherheit: Der gemeine Statistiker mag sich
fragen: Wozu brauche ich so etwas? Ist das nicht unnétig kompliziert? Die
;normale’ Statistik funktioniert doch; sie kann alle unsicheren Phénomene
beschreiben. Antwort: Ja, aber nicht immer, manchmal funktioniert sie eben
nicht, oder sie funktioniert nur scheinbar. Dann macht man es sich zu einfach,
und die Realitét ist eben so komplex, dass eine entsprechend komplizierte
Modellierung notwendig ist.*

Stellen Sie sich vor, Sie kehren von einer Reise in die Tropen zuriick und leiden unter
seltsamen Beschwerden. Sie suchen den néchsten verfiigharen Arzt auf, der jedoch lei-
der kein Spezialist fiir Tropenkrankheiten ist. Er hat aber Zugriff auf ein medizinisches
Expertensystem, das bei der Eingabe von Symptomen die plausibelsten Krankheitsur-
sachen ausgibt und so Hausérzten hilft, auch seltene Krankheiten fiir die Diagnose in
Betracht ziehen zu koénnen.
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Solche medizinischen Expertensysteme werden erstellt, indem mehrere anerkannte Spe-
zialisten Krankheitsursachen und Symptome in Verbindung bringen. Diese Informatio-
nen werden in Wahrscheinlichkeitsaussagen iibersetzt, die dann in eine Datenbank auf-
genommen werden konnen. Dabei kann es im Rahmen der Erhebung der Wahrschein-
lichkeitsaussagen zu folgender Situation kommen:

- ,Wir haben hier also Symptome, die mit hoher Sicherheit auf Krankheit A oder
Krankheit B schlieflen lassen; bei einer Skala von 0 bis 1 sagten sie 0.9. Wie sicher
sind Sie sich denn, dass es sich nur um Krankheit A handelt?*

e _ Nicht sehr sicher, ich wiirde sagen, so etwa 0.1.¢
- ,,Und wie sicher sind Sie sich, dass tatséchlich Krankheit B vorliegt?*

e Das ist auch ziemlich unsicher, aber vielleicht ein bisschen wahrscheinlicher als
Krankheit A, sagen wir 0.2.“

Wenn das System die Einschatzungen der Experten getreulich wiedergeben soll, kann es
also nicht auf ,echten Wahrscheinlichkeitsaussagen basieren, da hier gilt, dass

P(A)+ P(B) # P(AUB),
was dem Additivitatsaxiom von Kolmogorov widerspricht.

Nun konnte man einfach davon ausgehen, dass die Wahrscheinlichkeitszuordnungen die-
ses Spezialisten fiir Tropenkrankheiten nicht rational sind. Damit macht man es sich
aber vermutlich zu einfach, denn der Spezialist wird sich von den oben genannten Aus-
sagen sicher nicht abbringen lassen, da sie auf seinen jahrelangen Erfahrungen in der
Diagnose beruhen. Kénnte es vielleicht nicht umgekehrt so sein, dass die Regeln, die ein
normales Wahrscheinlichkeitsmafl einhalten muss, zu einengend und deshalb nicht in der
Lage sind, reale Phénomene in all ihrer Verschiedenheit und Komplexitit angemessen
zu modellieren?

Die Statistik unter komplexer Unsicherheit hat sich entwickelt, um ebendiese Grenzen
der klassischen Statistik (im Sinne der auf den Axiomen von Kolmogorov basierenden
Wahrscheinlichkeitsmafie) zu iiberschreiten und damit auch Situationen modellieren zu
konnen, in denen die klassische Statistik nur unbefriedigende Losungen ermdoglicht.

Die klassische Statistik stellt eine weithin anerkannte Methodik dar, mit der Unsicher-
heit beziiglich verschiedenster Phénomene in der Realitdt modelliert werden kann, und
ist aus wissenschaftstheoretischer Sicht (bisher) die einzige kodifizierte und nachpriifbare
(intersubjektive) Methode, die induktives Schliefflen moglich macht.

Seit langem schon gibt es aber Hinweise, dass die Instrumente der klassischen Stati-
stik nicht ausreichen, um in allen Situationen eine rationale und begriindete Antwort
geben zu konnen. In den letzten drei Jahrzehnten sind aus diesem Grund verschiedene
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Ansitze entstanden, die den Methodenkreis der Statistik um Verfahren erweitern sollen,
die in Unsicherheitssituationen, in denen die klassische Statistik keine oder nur schlecht
begriindbare Antworten liefern kann, eine sinnvolle Modellierung moglich machen. Ex-
pertensysteme wie das anfangs beschriebene gibt es wirklich (siehe z.B. [Schill 1990)),
und sie basieren in den meisten Féllen nicht auf dem kolmogorovschen Wahrscheinlich-
keitsbegriff; das Modell, das in Kapitel 2 beschrieben werden wird, hat Auswirkungen
auf die Art, wie randomisierte klinische Studien auf ethische Weise durchgefiihrt werden
sollten [Walley 1996, Kap. 5].

[Weichselberger 2001] hat eine Theorie der WahrscheinlichkeitsmaBe entwickelt, die eine
konsequente Verallgemeinerung der Axiome von Kolmogorov darstellt. Die zentrale Idee
ist dabei, einem Ereignis A nicht einen festen Wahrscheinlichkeitswert zuzuordnen, son-
dern ein Intervall. Mit dieser Theorie der Intervallwahrscheinlichkeit lasst sich die oben
genannte Einschitzung des Spezialisten fiir Tropenkrankheiten adédquat modellieren; das
ebengenannte Modell von Walley kann auch als Intervallwahrscheinlichkeitsmodell an-
gesehen werden.

Im Grunde ist es eine naheliegende Idee, die Wahrscheinlichkeitsbewertung P(A) fiir ein
Ereignis A nicht als eine Zahl, sondern als Intervall anzugeben. Spétestens seit Mitte des
19. Jahrhunderts gibt es schon entsprechende Uberlegungen; auch die Kritik an der klas-
sischen Statistik, insbesondere an der Laplace “schen Regel vom unzureichenden Grund
(siche Abschnitt 1.2) hat eine lange Tradition. Einen ideengeschichtlichen Uberblick zur
Entwicklung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs und seiner mathematischen Formalisierung
sowie der Ansitze, die iiber die klassische Modellierung von Unsicherheitssituationen
hinausgehen, bietet [Weichselberger 2001].

Die klassische Statistik ignoriert bei der Modellierung von Unsicherheitssituationen fiir
gewohnlich, dass es verschiedene Arten von Unsicherheit gibt. Es kénnen (mindestens)
drei Typen von Unsicherheit unterschieden werden:

e ideale Stochastizitit (Zufilligkeit): Situationen unter diesem Typ von Un-
sicherheit entsprechen jidealen Lotterien‘, bei denen die Gesetzméfigkeiten, wel-
che die Unsicherheit beziiglich beobachtbarer Phéanomene verursachen, genau be-
kannt sind und perfekten Zufallsmechanismen entsprechen. Ist ein sechsseitiger
Spielwiirfel fair, so kann die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ergebnis genau angegeben
werden: Die Wahrscheinlichkeit, in einem Wurf eine ,Eins‘ zu erzielen, liegt genau
bei einem Sechstel.

e Ambiguitit (Unbestimmtheit): Dieser Begriff meint die Unsicherheit, die sich
nicht durch gesetzméflige Begriffe modellieren ldsst und sich {iber nicht-stochas-
tische Prozesse ergibt, fiir die sich keine festen Regeln ermitteln lassen. Es handelt
sich dabei um Unschérfe in den Wahrscheinlichkeitszuordnungen, und daher oft
um Unsicherheit beziiglich der Grundannahmen, die fiir die Modellierung mittels
idealer Stochastizitdt notig sind. So kann im obigen Beispiel unklar sein, ob der
Wiirfel wirklich fair ist.
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e Vagheit: Mit diesem Begriff sei die Unsicherheit beschrieben, die sich ergibt, wenn
die Zugehorigkeit zu Mengen nicht eindeutig ermittelbar ist; es handelt sich also
um Unschérfe in den Mengen oder Ereignissen. So kénnte beispielsweise die Be-
schriftung der Seiten des Wiirfels so abgenutzt sein, dass die Unterscheidung der
,Drei’ und der ,Fiinf* bei schlechter Beleuchtung schwierig wird.

Die Beriicksichtigung dieser verschiedenen Quellen von Unsicherheit wird in der klas-
sischen Statistik in der Regel vernachléassigt, sie ist auf die Modellierung von idealer
Stochastizitdt beschrankt. Ist unsicher, ob der Wiirfel fair ist, konnen Ergebnisse von
Modellen, die nur auf idealer Stochastizitdt beruhen, in die Irre fiithren. Statistik un-
ter komplexer Unsicherheit macht es hingegen moglich, die anderen beiden Quellen von
Unsicherheit in das Kalkiil mit einzubeziehen. Speziell fiir die Modellierung von Vag-
heit wurde die Theorie der .fuzzy sets' entwickelt, die viele Beriihrungspunkte mit den
Theorien zur Modellierung von komplexer Unsicherheit hat, die in diesem Kapitel kurz
vorgestellt werden. Einer dieser Ansétze soll in dieser Arbeit seine Anwendung auf die
Schétzung der Regressionsparameter in einem linearen Modell finden.

Die Notwendigkeit, iiber die klassische Statistik hinauszugehen, hat sich an dem Auf-
treten von verschiedenen Paradoxien bei ihrer Anwendung gezeigt, die in den néchsten
beiden Kapiteln kurz beschrieben werden sollen. Weitere Vorteile der Modellierung von
komplexer Unsicherheit werden dann im Kapitel 1.4 thematisiert. In Kapitel 1.5 wird
skizziert, wie man zu einer allgemeineren statistischen Theorie gelangen kann.

Fiir Anhénger einer objektivistischen Denkschule fithrt das Bertrandsche Paradoxon, das
die Problematik der Modellierung von Nichtwissen behandelt, zur Entwicklung von ver-
schiedenen Losungen, Bayes-Inferenz trotz fehlendem Vorwissen zu betreiben, ndmlich
den sogenannten nichtinformativen Priori-Verteilungen. Die Gedankengéinge der ver-
schiedenen Ansétze zur Auffindung einer solchen nichtinformativen Priori-Verteilung
sind jeweils fiir sich rational und nachvollziehbar, konnen aber zu vollig unterschiedli-
chen Losungen fithren. Dass alle diese Losungen, die integraler Bestandteil der Methoden
des objektiven Bayesianismus sind, sich aber letztlich als unbefriedigend erweisen, macht
die ausfiihrliche Abhandlung von Riiger in [Riiger 1999, Kap. 2.5] deutlich.

Fiir Vertreter subjektivistischer Denkschulen in der Statistik veranschaulicht das Para-
doxon von Ellsberg die Beschrankungen der klassischen Modellierung von Wahrschein-
lichkeit. Ellsbergs Untersuchungen zeigen, dass es Priferenzordnungen (erstellt von Wis-
senschaftlern, deren Rationalitét nicht ernsthaft in Frage gestellt werden kann) gibt, die
durch keine klassische Wahrscheinlichkeitsbewertung modelliert werden konnen.
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1.2 Bertrands Paradoxon und nichtinformative
Priori-Verteilungen

Nichtinformative Priori-Verteilungen sind ein Versuch, die Méglichkeit zu schaffen, baye-
sianische Methoden auch dann anzuwenden, wenn kein oder nur sehr schwaches Vor-
wissen herrscht. Die Theorie der nichtinformativen Priori-Verteilungen bietet dabei ver-
schiedene Motivationsansétze, die dann zu Regeln zur Erstellung einer nichtinformativen
Priori-Verteilung fithren. Das Bertrandsche Paradoxon zeigt beispielhaft, dass man im
Zuge solcher Uberlegungen zu vollig unterschiedlichen Ergebnissen kommen kann.

Der Ausgangspunkt des Bertrandschen Paradoxons (siehe z.B. [Riiger 1999, Kap. 2.5,
Beispiel 2.13]) ist die Fragestellung: ,Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
eine ,willkiirlich gezogene' Sehne im Einheitskreis linger als die Seite eines gleichseitigen
Dreiecks ist, das in den Einheitskreis einbeschrieben wird?“ Eine bestimmte Sehne muss
also in der Art gewéhlt werden, dass beziiglich aller anderen moglichen Sehnen eine
Gleichverteilung herrscht. Dafiir gibt es verschiedene Moglichkeiten:

e Wihle den Mittelpunkt der Sehne so, dass die Mittelpunkte aller Sehnen gleich-
verteilt sind.

e Wihle die beiden Endpunkte auf dem Kreisrand so, dass die Endpunkte aller
Sehnen gleichverteilt sind.

e Wikle die Polarkoordinaten einer Sehne (Lénge € [0, 1] und Winkel € [0, 27]) so,
dass die Polarkoordinaten aller Sehnen gleichverteilt sind.

Basis der verschiedenen Ansétze im Bertrandschen Paradoxon ist jeweils eine Gleichver-
teilungsannahme, die sich aus dem Gebrauch des ,Prinzips vom unzureichenden Grund’
ergibt. Dieses besagt, dass im Falle von Nichtwissen eine Symmetrie vorliegt in dem
Sinne, dass sich jede Wahl einer konkreten Annahme (im Beispiel: die Wahl einer be-
stimmten Sehne) prinzipiell genauso wenig rechtfertigen lisst wie die Wahl irgendeiner
beliebigen anderen Annahme (einer beliebigen anderen Sehne).

Die drei Gleichwahrscheinlichkeitsannahmen fithren aber zu je einer anderen Antwort
auf die gestellte Frage und demonstrieren damit, dass das Prinzip vom unzureichenden
Grund nicht dazu geeignet ist, eine nichtinformative Priori-Verteilung zu ermitteln.

Bei der Anwendung des Prinzips vom unzureichenden Grund wird nédmlich letztendlich
das Wissen um Symmetrie mit dem Nichtwissen um Asymmetrie gleichgesetzt. Dass
Symmetrie herrscht, ist genau gesehen ein ganz spezielles Wissen und damit mit dem
Konzept von a priori Nichtwissen unvertrédglich. Hat man keine Kenntnis iiber die Be-
schaffenheit der Verteilung eines Parameters auf einem Parameterraum, sind ja auch
nicht-symmetrische Konstellationen denkbar, und die prinzipielle Beschrankung auf sym-
metrische Konstellationen stellt eine weitreichende Einschrankung dar.
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Im Fall von Parameterrdiumen mit unendlich vielen méglichen Parameterwerten tritt
noch ein weiteres Problem auf: Eine ,Gleichverteilung® auf dem gesamten Parameterraum
ist dann gar keine echte Verteilung mehr, da sie nicht normierbar ist; solche unechten
Priori-Verteilungen heiflen dann impropere Priori- Verteilungen.

Die gebréauchlichsten Regeln, die zur Erstellung einer nichtinformativen Priori-Verteilung
fithren, seien hier kurz aufgezahlt:

e Das Prinzip vom unzureichenden Grund fiihrt zur Bayes-Laplace-Regel.

e Festlegung eines Informationsmafes fiir Verteilungen. Die nichtinformative Priori-
Verteilung ist dann als diejenige Verteilung definiert, fiir die das Informationsmaf
minimiert wird. So fithrt beispielsweise die Entropie zur Jaynes-Regel.

e Nichtinformativitdt bedeutet auch Invarianz gegeniiber Parametertransformatio-
nen. Diese Uberlegung fiihrt zur Jeffreys-Regel.

e Die Forderung nach maximalem Informationsgewinn aus der vorliegenden Stich-
probe fiihrt zur Lindley-Bernardo-Regel, deren Ergebnisse auch als ,,reference pri-
or bezeichnet werden.

e Die Theorie der ,data translated likelihoods* fiithrt zur Box-Tiao-Regel.

In vielen Problemstellungen widersprechen sich die Ergebnisse der verschiedenen Re-
geln; die Anwendung der gleichen Regel kann aber auch, auf unterschiedliche Problem-
stellungen angewandt, inkonsistente Ergebnisse nach sich ziehen (fiir ein Beispiel siehe
[Riiger 1999, Kap. 2.5, S. 235]). Meist handelt es sich bei den resultierenden nichtinfor-
mativen Prioris um impropere Verteilungen, da sie nicht normierbar sind (wie im Bei-
spiel der Gleichverteilung auf R). Die grundsétzlichen Bedenken, Nichtwissen durch eine
bestimmte Priori-Verteilung auszudriicken, sind in den Ausfithrungen zum Bertrand-
schen Paradoxon schon angeschnitten worden; Walley unterzieht diese Vorgehensweise
in [Walley 1991, Kap. 5.5., S. 226-235] einer vernichtenden Kritik. Riiger subsummiert
in [Riiger 1999, Kap. 2.5, S. 270-272] die Probleme und Einwénde unter den folgenden
drei Punkten:

e Nichteindeutigkeit: Verschiedene Regeln fiithren zu verschiedenen Priori-Vertei-
lungen, dabei sollte doch eine nichtinformative Priori-Verteilung geméafl ihrer In-
tention intersubjektiv und eindeutig festlegbar sein.

e Charakterisierung von Nichtwissen durch Indifferenz: Die verwendeten Re-
geln haben nicht die nicht vorhandene Information, sondern eher Indifferenz- oder
Symmetrieiiberlegungen als Basis. (Das gilt im Prinzip auch fiir die Invarianz ge-
geniiber Parametertransformationen.) Das Vorliegen von Symmetrie oder Indiffe-
renz stellt jedoch eine ganz spezielle Art von Vorwissen dar und entspricht eben
nicht dem Nichtwissen um Asymmetrie.
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o Konventionscharakter: Jede nichtinformative Priori-Verteilung enthélt letztlich
relativ viel Information, so dass die Verwendung von solchen Priori-Verteilungen
als eine einfache Konvention angesehen werden kann. Es handelt sich also mehr
um eine ,Standard-Priori‘ als eine nichtinformative Priori.

Somit ist in Frage zu stellen, ob Nichtwissen grundsétzlich durch eine einzige Priori-
Verteilung darstellbar ist. Die mit dieser Formulierung naheliegende Alternative ist klar:
Statt einer einzigen konnten Mengen von Priori-Verteilungen Nichtwissen darstellen.
Dies stellt einen Weg dar, iiber den man zu unscharfen Wahrscheinlichkeitsbewertungen
gelangen kann.

1.3 Elisbergs Paradoxon und die Begrenztheit der
Kolmogorovschen Axiomatik

Subjektive Bayesianer bestreiten, dass es so etwas wie Nichtwissen bei der Anwendung
von Statistik wirklich gibt. Sie gehen davon aus, dass der Anwender immer gewisse la-
tente Priferenzen hat, die sich {iber ausgekliigelte Assessment-Strategien aus ihm her-
auskitzeln® und zu einer eindeutigen Priori-Verteilung destillieren lassen.

Ellsberg berichtet 1961 in [Ellsberg 1961] (hier beschrieben geméf [Weichselberger 2001])
von folgendem Gedankenexperiment, das er mit Okonomen und Statistikern der Univer-
sitdt in Harvard durchgefiihrt hatte:

Eine Urne enthilt Kugeln der Farben Rot, Gelb und Schwarz. Der Anteil der roten Ku-
geln betragt %, der Anteil der gelben und der Anteil der schwarzen Kugeln ist unbekannt.
Es wird eine Kugel zuféllig aus der Urne gezogen. Davor hat jeder Proband die Wahl
zwischen zwei Aktionen a; und as, die zu folgenden Konsequenzen fiihren:

a;: 1 $ Gewinn, falls eine rote Kugel gezogen wird

as: 1 $ Gewinn, falls eine schwarze Kugel gezogen wird

Die Mehrheit der befragten Okonomen und Statistiker zog die Aktion a; der Aktion a,
vor. Danach wurden die Probanden vor eine weitere Wahl gestellt. Wieder wird eine
Kugel zufillig gezogen, doch diesmal sind die Aktionen folgende:

az: 1 $ Gewinn, falls eine rote oder eine gelbe Kugel gezogen wird

as: 1 $ Gewinn, falls eine schwarze oder eine gelbe Kugel gezogen wird

Die Personen, die sich bei der ersten Fragestellung fiir a; entscheiden hatten, zogen
nun meist a4 vor. Eine klassische Wahrscheinlichkeitshewertung, die die Préferenzen
dieser Gruppe von Probanden modelliert, gibt es nicht. Bei einer Ermittlung der geméaf3
des subjektiven Bayesianismus vorliegenden Priori-Verteilung ergibt sich n&mlich ein
Widerspruch: Aus der Entscheidung fiir a; in der ersten Fragestellung folgt

m({rot}) > m({schwarz}) ,
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aus der Entscheidung fiir a4 in der zweiten Fragestellung folgt
m({rot, gelb}) < m({schwarz, gelb}),
was, nach dem Additivitdtsaxiom von Kolmogorov, dquivalent sein sollte zu

m({rot}) < m({schwarz}),

und somit jedoch im Widerspruch zur ersten Ungleichung steht.

Die Probanden blieben auch nach der ,Aufkldarung’ dariiber, dass ihre Préiferenzordnung
den damals als allgemein giiltig angesehenen Rationalitétsprinzipien (z.B. dem sure
thing principle‘) widersprach, bei ihren Entscheidungen und empfanden sie weiterhin als
rational. Auch die Tatsache, dass es sich um ein Gedankenexperiment handelte, spricht
gegen diese Rationalitédtsprinzipien und die zentrale Annahme subjektiver Bayesianer.
Die Uberlegungen, die zu den obigen Priferenzordnungen fithrten, bezogen sich also
nicht auf eine konkrete Auszahlung mit daher konkretem Nutzen, sondern sind mehr als
prinzipielle Fragestellung anzusehen im Sinne von ,,was ist besser?*.

Der oben gezeigte Widerspruch bei der Ermittlung einer subjektiven Priori 7 lasst sich
auch in folgender Ungleichung ausdriicken:

m({gelb, schwarz}) > 7({gelb}) + 7({schwarz})

Das bedeutet: Wenn 7 die Préferenzordnung eines zur Mehrheit gehérenden Proban-
den modellieren soll, dann kann diese subjektive Priori-Verteilung 7 nicht dem Additi-
vitatsaxiom von Kolmogorov gehorchen.

Eine Theorie der Maffunktionen, die nicht das Additivitatsaxiom von Kolmogorov er-
filllen miissen (aber die anderen beiden), ist die Theorie der Fuzzy-Mafle. Diese werden,
neben anderen Zweigen der Fuzzy-Mathematik, in [Ott 2001] vorgestellt. Sie bieten, in
Form des Spezialfalls der Choquet-Kapazitéiten, einen zweiten Weg, zu unscharfen Wahr-
scheinlichkeitsbewertungen zu gelangen, indem sie eine mathematische Beschreibung der
Intervallgrenzen liefern.

Ein mit der Unzulénglichkeit der Axiome von Kolmogorov zusammenhéngendes starkes
Motiv fiir die Entwicklung von Modellen, die komplexe Unsicherheit miteinbeziehen, ist
nach Weichselberger auch das Phédnomen der ,, Unvergleichbarkeit von Wahrscheinlich-
keiten“. Es gibt Situationen, in denen die Wahrscheinlichkeiten fiir zwei Ereignisse A
und B gemif einer subjektiven Bewertung nicht vergleichbar sind in dem Sinne, dass
weder P(A) > P(B) noch P(A) < P(B) noch P(A) = P(B) eingeschétzt wird.
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1.4 Weitere Argumente fiir Statistik unter komplexer
Unsicherheit

Neben den in den letzten beiden Kapiteln erlduterten Hinweisen darauf, dass die Metho-
den der klassische Statistik letztlich unzureichend sein kénnen, gibt es noch weitere Ar-
gumente gegen eine Vernachliassigung von Ambiguitidt und Vagheit, die in den néchsten
Abschnitten beschrieben werden sollen.

Wenn man zulésst, das Wahrscheinlichkeitsbewertungen das Additivitédtsaxiom von Kol-
mogorov nicht notwendigerweise erfiillen miissen, sind namlich deutlich ,realistischere’
Modellierungen von Unsicherheitssituationen moglich, wobei realistischer’ sowohl epi-
stemisch als auch ontologisch verstanden werden kann. Aulerdem ermdoglicht eine solche
Modellierung einen sinnvollen Umgang mit sogenannten ,prior-data‘-Konflikten.

1.4.1 Argumente aus epistemischer Sicht

Aus epistemischer Sichtweise liegt dem zu modellierenden Phdnomen ,in Wahrheit® eine
prazise Wahrscheinlichkeitszuordnung zugrunde, aber man ist nicht in der Lage, die-
se vollstindig zu ermitteln. So kann zum Beispiel im Kontext einer subjektivistischen
Analyse

e die Ermittlung von allen Préferenz-Bewertungen, die fiir eine exakte Wahrschein-
lichkeitszuordnung notig sind, viel zu aufwéndig sein.

e iiberhaupt nur mit stark vereinfachten Modellen eine solche Préferenzordnung er-
mittelbar sein.

e die Gesamtheit der verfiigharen Bewertungen nur einen gewissen Grad an Prézision
zulassen.

Oft ist eben nicht wirklich klar, ob die Annahmen in klassischen Modellierungen tat-
séchlich erfiillt sind. Sind die Beobachtungen wirklich geméfl der Verteilungsannahme
verteilt? Sind die einzelnen Beobachtungen wirklich voneinander unabhéngig? Unsiche-
res Wissen iiber die Giiltigkeit solcher grundlegenden Annahmen klassischer Methoden
sollte bei der Modellierung nicht einfach ignoriert werden. So ist hadufig nur begrenztes
Wissen iiber die Angemessenheit dieser grundlegenden Annahmen klassischer Modellie-
rungen vorhanden; diese Annahmen dann einfach als gegeben vorauszusetzen, stellt eine
vielleicht allzu grobe Vereinfachung dar und kann zu fatalen Fehlschliissen fiihren.

Insbesondere dann, wenn eventuelle Asymptotik-Argumente noch nicht greifen oder ihre
Voraussetzungen fraglich sind, sind mittels klassischer Modellierungen oft keine nutzba-
ren Wahrscheinlichkeitsaussagen moglich. In vielen solchen Situationen lassen sich aber
Modelle unter Einbeziehung von komplexer Unsicherheit erstellen, die nutzbare Aussa-
gen liefern. Oft ist es einfacher, aus den wenigen verfiighbaren Informationen ein solches
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Modell zu erstellen, als zu versuchen, die starken Annahmen klassischer Modelle in ir-
gend einer Art und Weise zu rechtfertigen.

,Unvollstédndig determinierte Wahrscheinlichkeit® beschreibt in der Begrifflichkeit von
Weichselberger Situationen, in denen die Wahrscheinlichkeit nicht fiir alle Elementa-
rereignisse bekannt ist. Solche Situationen fithren praktisch automatisch zu unscharfen
Wahrscheinlichkeiten fiir die Elementarereignisse, deren klassische Wahrscheinlichkeit
unbekannt ist.

Eine Antwort auf die in den Kapiteln 1.2 und 1.3 beschriebenen Probleme der klassi-
schen bayesianischen Methodik sind Verfahren, die unter dem Namen ,robuste Bayes-
Verfahren' zusammengefasst werden, siche z.B. [Berger (1985)]. Sie versuchen, mogliche
Abweichungen von den strengen Voraussetzungen der Bayes-Theorie zu beriicksichtigen
und so deren Ergebnisse zu ,robustifizieren‘. Diese Ansétze werden of im Sinne einer
Sensitivitdtsanalyse interpretiert und konnen als Spezialfall der Statistik unter komple-
xer Unsicherheit angesehen werden, da sie mit Mengen von Verteilungen arbeiten.

Aber auch in einem frequentistischen Kontext werden Mengen von Verteilungen zur
Analyse von Stichproben verwendet. Meist handelt es sich dabei um sogenannte Um-
gebungsmodelle, bei denen die Umgebung einer festen Stichproben-Verteilung py, die
man als Ausgangspunkt wahlt, betrachtet wird. Die Umgebung wird dabei iiber eine
geeignete Metrik definiert. Im Folgenden zwei Beispiele fiir Umgebungsmodelle:

e Bei e-Kontaminationsklassen (entwickelt von [Huber 1965]) geht man davon aus,
dass (1 —¢) - 100% der Beobachtungen geméf py verteilt sind, jedoch der Rest der
Beobachtungen, also £-100%, ,gestort ist, also von irgend einer anderen Verteilung
stammt.

e Eine allgemeine Form von Umgebungsmodellen kann iiber eine Verzerrungsfunk-
tion f erhalten werden. Erfiillt f gewisse Voraussetzungen, erzeugt f(po(A)) ein
Intervallwahrscheinlichkeitsmodell, das eine Umgebung um py modelliert und somit
fiir jedes Ereignis A ein Wahrscheinlichkeitsintervall liefert (siehe z.B. [Buja 1986]
oder [Wallner 2003]).

Mit dem Huber-Strassen-Theorem (siehe [Huber und Strassen 1973] oder [Riiger 1999,
Kap. 2.6]) sind Testverfahren fiir den Vergleich zweier solcher Umgebungsmodelle
moglich. Optimale Tests basieren dann auf sogenannten ,ungiinstigsten Paaren‘ von
Verteilungen, die am schwierigsten zu trennen sind. Das Huber-Strassen-Theorem l&sst

sich auch fiir andere Testsituationen unter komplexer Unsicherheit verallgemeinern
(siche [Augustin 1998]).

Wie in den Ausfithrungen vielleicht deutlich geworden ist, konnen auch diese Methoden
als Spezialfélle von Intervallwahrscheinlichkeitsmodellen angesehen werden. So bietet die
Theorie der Statistik unter komplexer Unsicherheit einen Rahmen fiir viele Ansétze, in
denen Mengen von Verteilungen betrachtet werden.

10
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1.4.2 Argumente aus ontologischer Sicht

In ontologischer Sichtweise sind die Unsicherheiten des zu modellierenden Phénomens
sreal’ und nicht durch die Begrenztheit der verfiighbaren Informationen, sondern gewis-
sermaflen ,physikalisch® bedingt. So sind beispielsweise

e Zufallsfolgen denkbar, die nicht in einen Punkt konvergieren, sondern nur in ein
Intervall.

e die meisten Groflen nur begrenzt genau messbar; ist die Messungenauigkeit grof3,
kann das zu starken Verzerrungen in den Schliissen fiihren.

e die Bewertungen von verschiedenen Experten, die fiir die Erstellung eines Exper-
tensystems erhoben werden, haufig widerspriichlich. Statistik unter komplexer Un-
sicherheit macht es dann moglich, diese widersprechenden Informationen trotzdem
in ein Modell einzupassen.

e nicht komplett iibertragbare Informationen von einem Phénomen auf ein zwei-
tes zur Modellierung des zweiten Ph&nomens in einem klassischen Rahmen nur
begrenzt nutzbar.

Statistik unter komplexer Unsicherheit macht solche Unsicherheiten, gleich welcher Quel-
le, quantifizierbar und erméglicht es somit, sie in die Modellierung einzubeziehen. Tat-
séchlich sind die Ergebnisse bayesianischer oder klassischer Modelle in Situationen mit
wenig Informationen meist viel zu genau. Diese Schein-Genauigkeit kann dann oft zu ab-
surden Aussagen und Interpretationen fithren und ist deshalb, zusammen mit anderen
Faktoren, vielleicht fiir das seltsame Bild der Statistik in der Offentlichkeit mitverant-
wortlich.

1.4.3 Prior-data conflict

Ein weiteres wesentliches Problem im Rahmen bayesianischer Analysen ist das des
sogenannten ,prior-data conflict, des Falls, in dem das Vorwissen (aus dem die Priori-
Verteilung resultiert) nicht zu den Beobachtungen (den Daten) passt.

Eine so erhaltene Posteriori-Verteilung unterscheidet sich dann aber nicht prinzipiell
von einer, die in einem Fall das Resultat wére, wenn die Informationen aus Priori und
Likelihood iibereinstimmen wiirden.

Das sei kurz an einem Beispiel illustriert (analog zu [Walley 1991, S. 6]). Angenommen,
eine Beobachtung z ist die Realisation einer Normalverteilung mit Varianz 1 und un-
bekanntem Erwartungswert 6. Das Vorwissen besagt, dass 6 in der Nahe eines gewissen
Wertes p liegt, und man bestimmt daher als Priori-Verteilung fiir # eine Normalver-
teilung mit Varianz 1 und Erwartungswert p. Nach dem Satz von Bayes ist dann die
Posteriori-Verteilung wieder eine Normalverteilung, jedoch mit Erwartungswert %(;H—x)
und Varianz % Betrachtet man nun die beiden folgenden Félle,

11
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(i) p=0,z=1 und
(il) p = —1000, z = 1001 ,

so hat die Posteriori-Verteilung in beiden Féillen die gleiche Form, da bei beiden
der Posteriori-Erwartungswert % betriagt. Die Posteriori-Verteilung ist, gemifl dem 3.
Bayes-Postulat (Bezeichnung z.B. in [Riiger 1999]), die Basis aller weiterer a posteriori
Schliisse. Aber die beiden Fille (i) und (ii) unterscheiden sich fundamental: Bei (i) sind
Vorwissen und Beobachtung vergleichsweise konform, und Schliisse aus der erhaltenen
Posteriori-Verteilung scheinen sinnvoll. Bei (ii) widersprechen sich Vorwissen und
Beobachtung eklatant, und Schliisse einzig und allein aus der Posteriori-Verteilung
N(%,%) scheinen vollig ungerechtfertigt.

Das wesentliche Problem ist, dass anhand der Posteriori-Verteilung nicht erkennbar
ist, in welcher dieser beiden Situationen man sich befindet. Die Information, dass sich
Vorwissen und Beobachtung widersprechen, geht bei der bayesianischen Aufdatierung
einer einzigen Priori verloren.

Wieder zeigt sich das Problem der ,Ubergenauigkeit® der klassischen bayesianischen Me-
thodik: Aus der Beschriankung auf eine einzige Priori-Verteilung folgt die Beschrankung
auf eine einzige Posteriori-Verteilung. Unsicherheiten beziiglich eines Parameters der
Priori-Verteilung, z.B. beziiglich dem Erwartungswert p einer Normalverteilung, sind
nur durch die feste Wahl eines oder mehrerer anderer Parameter mdoglich: Entweder,
im Falle eines Lageparameters, durch die Wahl des zugehorigen Skalenparameters in
derselben Priori (im Beispiel wiire das v?, die Varianz der Normalverteilung um pu),
oder, falls das nicht moglich ist (etwa, wenn v selbst der junsichere’ Parameter ist),
durch eine Hyper-Priori iiber den Parameter, beziiglich dessen Unsicherheit herrscht.
Die Parameter dieser Hyper-Priori miissen dann aber wiederum fest gewéhlt werden, so
dass man letztendlich vor dem gleichen Problem wie zuvor steht, wobei das Modell aber
sehr viel komplexer geworden ist. Auflerdem hilft ein solches Vorgehen in der Situation
eines ,prior-data conflict’ nicht weiter: ist man sich a priori ziemlich sicher, dass 6
in der Gegend um —1000 liegt und wahlt man daher ¢ = —1000 und die zugehorige
Varianz v? entsprechend klein, so erhiilt man zwar einen Posteriori-Erwartungswert,
der in gehorigem Abstand zu p liegt, aber die Posteriori-Varianz verkleinert sich, was
bedeutet, dass man sich mindestens so sicher wie zuvor ist, dass # nun in der Ndhe des
;neuen’ u liegt. Das diirfte jedoch, bei solch eklatanten Widerspriichen, ein ziemlich
gewagter Schluss sein.

An dieser Situation und an den Problemen der nichtinformativen Priori-Verteilungen
zeigt sich das grundlegende Defizit der klassischen bayesianischen Analyse: In ihrem
Rahmen konnen keine Angaben dariiber gemacht werden, wie sicher die priori-
Informationen iiber alle Parameter der Priori-Verteilung sind. Daher ist dann auch in
der a posteriori-Situation nicht klar, wie unsicher das Wissen nun iiber die Posteriori-
Parameter ist.

12
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Aus diesem Grund ergibt sich oft die seltsame Situation, dass Schliisse auf der Basis
vieler Beobachtungen und Schliisse ohne jede Datenbasis vollig unterschiedslos sind.
Der grundlegende Unterschied zwischen solchen Schliissen (viele Daten als Basis — keine
Daten als Basis) ist in der bayesianischen Analyse nicht erkennbar. Wird im Beispiel des
Miinzwurfs aufgrund ungeniigenden Vorwissens eine nichtinformative Priori verwendet,
die fiir P(Kopf) = % liefert, und ist die relative Haufigkeit in den Versuchen %, so ergibt
sich genau eine solche Situation.

Intervallwahrscheinlichkeitsmodelle lassen es hingegen zu, den Grad an Vertrauen in das
priori-Wissen zu modellieren, in dem die Menge der Priori-Verteilungen entsprechend
grofl gewdhlt wird oder indem die Priori-Wahrscheinlichkeit fiir Ereignisse nicht auf
einen Punktwert festgelegt, sondern durch Intervalle entsprechender Breite begrenzt
wird. Dann kann auch an den Ergebnissen der a posteriori-Inferenz erkannt werden,
wie sicher das durch die Aufdatierung gewonnene Wissen ist: je breiter die a posteriori
erhaltenen Intervalle einer Grofle, desto unsicherer ist das Wissen iiber diese Grofle; eine
Modellierung unter Beriicksichtigung von komplexer Unsicherheit kann so konstruiert
werden, dass diese Intervalle breiter werden, wenn ein ,prior-data conflict’ vorliegt.

1.5 Modellierung komplexer Unsicherheit

1.5.1 Prinzipielles Vorgehen

Wie in den vorigen Kapiteln schon angedeutet wurde, gibt es mehrere Mo6glichkeiten
zur Modellierung komplexer Unsicherheit. Dabei lassen sich prinzipiell zwei Wege unter-
scheiden:

e Mengen M klassischer Wahrscheinlichkeitszuordnungen
e Intervallwahrscheinlichkeit

Diese beiden Wege fiithren unter gewissen Regularitédtsvoraussetzungen zu dquivalenten
Ergebnissen und stellen dann zwei verschiedene Arten dar, dasselbe Modell zu beschrei-
ben.

Eine kurze Beschreibung der beiden Wege folgt in den néchsten zwei Kapiteln. Der
Zusammenhang zwischen ihnen und eine kurze Vorstellung der zwei wichtigsten Mono-
graphien, die eine Theorie der Modellierung komplexer Unsicherheit zum Thema haben,
folgt dann in Abschnitt 1.5.4.

1.5.2 Mengen klassischer Wahrscheinlichkeitszuordnungen

Beim ersten Weg wird die Ambiguitidt iiber eine Menge klassischer Verteilungen
modelliert, die Stochastizitdt iiber die jeweilige Verteilungsfunktion. Je stérker die

13
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Ambiguitat, desto groBer kann die Menge der Verteilungsfunktionen gewéhlt werden;
herrscht ideale Stochastizitét, so kann diese Menge auf eine einzige Verteilungsfunktion
zusammengezogen werden, so dass man sich in der klassischen Situation wiederfindet;
bei volliger Ambiguitdt besteht M aus allen moglichen Verteilungsfunktionen. Zum
Zwecke groflerer Praktikabilitdt kann M auch nur bestimmte Klassen von Verteilungs-
funktionen enthalten; im Kapitel 2 und in dem Modell, das Gegenstand dieser Arbeit ist,
wird dieser Weg gewihlt. Es handelt sich dann um Mengen, die parametrisch definiert
sind: Bestandteil der Menge sind grundsétzlich nur Verteilungen einer bestimmten
Verteilungsfamilie (in Kapitel 2 ist das die Familie der Dirichlet-Verteilungen), wobei
M iiber die Menge der Parameter dieser Verteilungsfamilie erzeugt wird. Uber die
Plausibilitdt der einzelnen Elemente von M werden keine Annahmen gemacht; in
diesem Sinne sind alle Verteilungsfunktionen in M ,gleich wahrscheinlich®.

1.5.3 Intervallwahrscheinlichkeit

Der zweite Weg geht von der Wahrscheinlichkeit von Ereignissen aus. Die Wahrschein-
lichkeit jedes Ereignisses A aus der zum Beobachtungsraum €2 gehérenden o-Algebra A
wird dann iiber ein Intervall [L(A), U(A)] modelliert, so dass die Wahrscheinlichkeits-
funktion P definiert wird durch

P: A — Z
A — P(A)=[L(A), U(A)],

wobei Z, die Menge der abgeschlossenen Intervalle in [0, 1] ist. Die Breite des Intervalls
stellt dann das Ausmafl der Ambiguitét dar; herrscht ideale Stochastizitét, so zieht sich
dieses Intervall auf einen Wert zusammen und wir befinden uns im klassischen Fall;
bei volliger Ambiguitit gilt fiir alle A € A dann P(A) = [0, 1], die Wahrscheinlichkeit
jedes Ereignisses kann also die Werte ,sicher’ oder ,unmoglich® sowie alle Abstufungen
dazwischen annehmen. Innerhalb der Intervalle herrscht vollkommene Unsicherheit,
jeder Wert innerhalb von [L(A), U(A)] ist daher ,gleich wahrscheinlich‘. Die Men-
genfunktionen L(-) und U(-) gehoren dann zu den in Kapitel 1.3 erwéhnten Fuzzymaflen.

1.5.4 Die Theoriegebdude von Walley und Weichselberger

Bisher sind zwei grundlegende Monographien erschienen, die eine Theorie zur Modellie-
rung von komplexer Unsicherheit beschreiben: [Walley 1991] und [Weichselberger 2001].

Walleys Ausgangspunkt sind untere und obere ,Previsions‘, die auf Zufallsvariablen
definiert sind. Sie entsprechen einem Erwartungswertbegriff; die untere und obere
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ergibt sich {iber die Indikatorfunktion fiir das Er-
eignis. Jede Art von Wahrscheinlichkeitsbewertung ist bei Walley untrennbar mit einer
subjektivistischen Interpretation verbunden, die in der Tradition von [de Finetti 1990]
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steht. P(A), die untere Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A, ist dabei der maximale
Einsatz einer Wette, den man als ,Wettnehmer‘ bereit zu zahlen wére, um im Falle des
Eintretens von A eine Geldeinheit zu bekommen. Die obere Wahrscheinlichkeit P(A)
ist hingegen der minimale Einsatz, den man als Anbieter einer Wette akzeptiert, um im
Falle des Eintretens von A eine Geldeinheit an einen ,Wettnehmer‘ auszuzahlen. Der
Bereich zwischen P(A) und P(A) ist eine Indifferenzzone und umfasst die Geldbetrige,
fiir die man nicht dazu bereit ist, eine Wette auf A anzunehmen, aber ebensowenig dazu
bereit ist, eine solche Wette anzubieten. Das bekannteste und einflussreichste Modell
von Walley, das IDM (siehe Kapitel 2), wird jedoch iiber Mengen von Verteilungen,
die mit subjektiven Wahrscheinlichkeitsbewertungen vereinbar sind, definiert und
entspricht somit einer Vorgehensweise nach dem ersten Weg.

Weichselberger setzt den Schwerpunkt in der Modellierung auf den zweiten Weg;
sein zentraler Begriff sind prinzipiell interpretationsfreie obere und untere Wahr-
scheinlichkeiten fiir Ereignisse A, die zusammen eine Wahrscheinlichkeitsbewertung
P(A) = [L(A), U(A)] ergeben. Diese konnen dann mit einer Menge von Verteilungen
in Beziehung gesetzt werden. Gegebenenfalls miissen die Grenzen L(A) und U(A)
des Wahrscheinlichkeitsintervalls modifiziert werden, um eine eineindeutige Beziehung
zwischen ihnen und der Menge der Verteilungen zu gewéhrleisten. Mit Walleys Ansatz,
der auf Erwartungswerten als zentralen Begriffen beruht, ist es moglich, allgemeinere
Mengen von Verteilungen zu beschreiben als mit der Theorie von Weichselberger, welche
direkt auf dem Begriff der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses beruht. Die Theorie
von Weichselberger ist jedoch unabhéngig von einer Interpretation als subjektivem
Wettpreis, der ja implizit auch einen Nutzenbegriff voraussetzt.

Weichselberger kritisiert an Walley, dass dieser, durch die Bindung des Wahrschein-
lichkeitsbegriffs an die Interpretation als Wettpreise, ohne Not die Wahrscheinlich-
keitsbewertung mit einem Nutzenbegriff verquickt und dabei letztendlich Geldwert mit
Geldnutzen gleichsetzt. Auch wenn dieses Problem reduziert werden kann, indem die
gedachten Geldbetriige als relativ klein angesetzt werden, bleibt es prinzipell bestehen:
Ein Student wird den Gewinn von einem Euro moglicherweise anders bewerten als der
Vorstandsvorsitzende eines grofien Unternehmens, auch wenn beide ihrem Kalkiil die
gleiche Wahrscheinlichkeitsbewertung zugrunde legen.

Die Dualitédt zwischen der Modellierung von komplexer Unsicherheit als Mengen von
Verteilungen und als Intervallwahrscheinlichkeit stellt sich genau dann ein, wenn fiir alle
Ereignisse A € A

e die untere Wahrscheinlichkeit L(A) dquivalent ist zur kleinsten Wahrscheinlichkeit
fiir A unter der Verwendung aller klassischen Verteilungsfunktionen aus M und

e die obere Wahrscheinlichkeit U(A) dquivalent ist zur groBten Wahrscheinlichkeit
fiilr A unter der Verwendung aller klassischen Verteilungsfunktionen aus M,
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oder in mathematischer Notation

L(A) = inf p(A) und U(A)= sup p(A).
p()EM p(-)EM

In der Axiomatik von Weichselberger [Weichselberger 2001, S. 141ff] heien Modelle,
die diese Dualitétseigenschaft erfiillen, F-Wahrscheinlichkeit. Die Menge M heif3t dann
Struktur, und im Falle dieser eineindeutigen Beziehung zwischen Struktur und Intervall-
grenzen sind L(-) und U(-) konjugiert‘: Es gilt

L(A) =1 — U(A%),

die untere Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A kann als die obere Wahrscheinlichkeit
des Gegenereignisses A° berechnet werden. In diesem Fall reicht daher die Angabe
einer der beiden Mengenfunktionen. Die Struktur M ist eine konvexe Menge; im Falle
endlicher Beobachtungsraume (2 ist M ein konvexer Polyeder, so dass sich viele (in der
Theorie héufig anfallende) Minimierungs- und Maximierungsprobleme durch lineare
Optimierung losen lassen.

Wie in der Beschreibung der beiden Wege angemerkt wurde, enthélt dieser Ansatz die
klassische Modellierung von Unsicherheit (geméafl der Axiome von Kolmogorov) als Spe-
zialfall. Es handelt sich daher nicht um eine Theorie, die die klassische Wahrscheinlich-
keitstheorie ersetzen soll, sondern um eine Verallgemeinerung.

1.56.5 Abgeleitete GroBen

Geht man von einer Modellierung gem&fl Weichselberger aus, ist eine eigene Definition
des Erwartungswerts notig. Dazu gibt es wieder zwei Moglichkeiten:

e Ein unterer und oberer Erwartungswert kann direkt aus L(-) und U(-) iber das
Choquet-Integral (siehe z.B. [Ott 2001]) berechnet werden. Es gilt dann

E[X] = /L({X >tH)dt und E[X] = /U({X >thdt, X <0
Dieser Ansatz ist naheliegend, wenn sich die Modellierung in erster Linie auf L(-)

und U(-) stiitzt.

e Der untere und obere Erwartungswert kann als untere und obere Grenze des ,nor-
malen’ Erwartungswerts gebildet werden, wenn alle klassischen Wahrscheinlichkei-
ten p € M in Betracht gezogen werden:

E[X] = inf E,X und E[X]=supE,X
pEM pEM

Geht die Modellierung von Mengen von Verteilungen aus, ist dies der naheliegende
Weg.
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Beide Wege sind i.A. nicht dquivalent; nur wenn L(-) und U(-) spezielle Bedingungen
erfiillen, kommen sie zum gleichen Ergebnis.

Die Art der Definition von bedingten Wahrscheinlichkeiten im Rahmen von komplexer
Unsicherheit ist noch umstritten; es gibt dazu verschiedene Ansétze, deren Beschreibung
den Rahmen dieser Einleitung sprengen wiirde (sieche z.B. [Weichselberger 2001]); der
naheliegende Ansatz analog zum zweiten Weg bei der Erwartungswert-Definition ist
aber natiirlich folgender:

P(A|B)= inf p(4|B) wnd P(A|B)= supp(A| B)
p

1.6 Verwandte Theorien

Es gibt eine Reihe von Theorie-Ansétzen, die in engem Zusammenhang mit der Theorie
der Intervallwahrscheinlichkeit stehen; davon sollen die Theorie der mehrwertigen Ab-
bildungen [Dempster 1967] und die der Belief-Funktionen [Shafer 1976] kurz dargestellt
werden.

Gewohnliche Zufallsvariablen konnen als Abbildung von Elementen der o-Algebra A,
eines Raums §2; auf Elemente der o-Algebra A, eines anderen Raums €25 gesehen werden:

X (1, Ar) — (9, A2)

In diesem Fall ist das Bild eines Elements w; € 21 ein Element ws € 5. Soll jedoch ein wq
auf eine beliebige Teilmenge von (2, abgebildet werden, so muss X als eine mehrwertige
Abbildung definiert werden:

X (Q, A)) — (Ag, 0(Az))

Grundmenge des Bildraums ist jetzt die o-Algebra A, die im Falle von |[Q3] < oo die
Potenzmenge von €2, darstellt.

Das Wahrscheinlichkeitsma$l P auf (€2, A;) fiithrt im Fall einer normalen Zufallsvariable
zu einer klassischen Wahrscheinlichkeitszuordnung auf dem Bildraum, es gilt

Px<A2) = P({w1 e | X(wl) € AQ}) VAQ € AQ

Das Bildma$ fiir eine mehrwertige Abbildung X ist dagegen ein Intervall, mit Ly (As) <
Px(Ay) < Ux(Ag), VAy € Ay, wobei

Lx(Ay) = P({w € Q| X(w) C A}) und
Ux(As) = P({wr € | X(wi) N As £ 0}).

Lx(A,) ist also das Wahrscheinlichkeitsma$ all der Elemente von 2, deren Bild sicher
in A, liegt, und Ux(As) das Wahrscheinlichkeitsmafl all der Elemente von €y, deren
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1 Komplexe Unsicherheit

Bild Uberschneidungen mit A, hat. Lx und Ux erweisen sich dabei als eine spezielle
Art der in Kapitel 1.3 erwdhnten Choquet-Kapazitéiten.

Belief-Funktionen hidngen eng mit diesen Bildmaflen zusammen; hier wird das Wahr-
scheinlichkeitsmafl jedoch direkt auf der Potenzmenge P(£2) des Grundraums definiert,

wodurch untere und obere Grenzen generiert werden. Fiir ein endliches 2 sei m(-) eine
Wahrscheinlichkeitszuordnung fiir P(€2):

m:P(Q) — [0,1] mit m(@) =0, Y m(A)=1.

ACQ

m(-) heifit dann basic probability assignment. Mit dem Ubergang von © zu P(Q)
konnen unprézise Beobachtungen und sogar fehlende Werte gut modelliert werden; eine
unscharfe Beobachtung, die sowohl dem Elementarereignis A als auch dem Elementarer-
eignis B zugeordnet werden kénnte, kann dann hier als ein entsprechendes Gewicht auf
AU B eingehen. Komplett fehlende Werte entsprechen dann einfach einer Beobachtung
des Ereignisses (2, sie konnten potentiell jedem beliebigen Elementarereignis zugeordnet
werden. Natiirlich kénnen beliebige Teilmengen von €2 das Wahrscheinlichkeitsgewicht
0 erhalten; gilt nur fiir die Elemente w von €2, dass m(w) # 0, so befinden wir uns im
Spezialfall eines gewohnlichen Wahrscheinlichkeitsmafles.

Fiir beliebige Mengen A C ) ist dann

L(A)=) _m(B) und U(A)= > m(B).

BCA BNA#£()

Fiir L(A) werden somit alle Wahrscheinlichkeitskomponenten aufsummiert, die zwin-
gend fiir A sprechen, fir U(A) hingegen alle, die nicht gegen A sprechen. L(-) heifit
Belief-Funktion, U(-) Plausibility, wobei letzterer Begriff auch fiir &hnliche andere
Konzepte verwendet wird.

Basic probability assignments sind eine gute Methode, um zu intervallwertigen Wahr-
scheinlichkeitsbewertungen zu gelangen. Sie sind daher zu vielfacher Anwendung gekom-
men, so hat z.B. [Maier 2004] die Anwendung dieses Ansatzes auf vergroberte Daten am
Beispiel von Wahlumfragen untersucht; eine weitere Verallgemeinerung des Begriffs wird
in [Augustin 2005] vorgestellt.

1.7 Das zur Anwendung kommende Modell

Die in dieser Arbeit verwendete Vorgehensweise zur Modellierung von komplexer
Unsicherheit ist die einer Menge von Verteilungen derselben Verteilungsfamilie, die pa-
rametrisch definiert wird. M wird also iiber die Wahl einer konkreten Verteilungsfamilie
und iiber eine Menge von Parametern erzeugt. Die Verteilungsfamilie repréasentiert dabei
mittels einer Verteilungsfunktion fiir gegebene Parameter die Komponente der idealen

18



1 Komplexe Unsicherheit

Stochastizitéit; die Menge der Parameter sorgt fiir die Einbeziehung von Ambiguitét
in die Modellierung. Vagheit, die sich durch unscharfe oder fehlende Beobachtungen
duBern konnte, soll in dieser Modellierung noch auflen vor gelassen werden.

Es handelt sich um eine Erweiterung eines allgemeinen Modells fiir Verteilungen,
die einer Exponentialfamilie entsprechen, das in [Quaeghebeur und de Cooman 2005]
vorgestellt wird. Dort wird als Verteilungsfamilie die zu einer Stichprobenverteilung
konjugierte Verteilung der Parameter festgelegt und deren Parameter bayesianisch
aufdatiert. Das Modell von Quaeghebeur und de Cooman stellt eine Verallgemeinerung
eines Vorlaufermodells dar, das von Walley [Walley 1996] fir multinomiale Daten
entwickelt wurde.

Um diese Verfahrensweise bei der Modellierung komplexer Unsicherheit zu veranschau-
lichen und um das Versténdnis der Methodik von Quaeghebeur und de Cooman zu
erleichtern, soll in Kapitel 2 das Vorlaufermodell von Walley, das Imprecise Dirichlet
Model, detailliert vorgestellt werden; das Modell, das dann in dieser Arbeit fiir eine
Verwendung im Rahmen der Regressionsanalyse in Kapitel 4 erweitert wird, soll in
Kapitel 3 erlautert werden.

Mengen von Verteilungen lassen sich aber auch nicht-parametrisch definieren.
[Coolen 1993] untersucht beispielsweise ein Verfahren, bei dem M fiir einparametrische
Verteilungen iiber obere und untere Dichtegrenzen definiert wird. Dabei werden zwei
zueinander proportionale Funktionen u(f) = ¢ - (#) definiert mit 0 < I(0) < u(0) fiir
0 € IR als obere und untere nicht-normierte ,Dichten‘. Alle Funktionen zwischen diesen
Grenzen bilden dann in normierter Form M:

M={or o0 = £ 160 < 50 <at }

Jf0)

Die ,Abstandskonstante‘ ¢ darf dabei nicht von #, dem Argument der Grenzfunktionen
abhéngen. Diese Voraussetzung stellt sich jedoch als eine schwerwiegende Beschrinkung
heraus, da es ohne diese Abhéngigkeit unmoglich ist, ,prior-data conflict‘-Situationen
addquat zu modellieren. Gerade die Einbeziehung solcher Situationen stellt jedoch ein
starkes Argument fiir die Modellierung komplexer Unsicherheit dar.

Einen Vergleich verschiedener Moglichkeiten zur Generierung von M bietet
[Pericchi und Walley 1991] am Beispiel von Kredibilitatsintervallen fiir einen un-
bekannten Lageparameter 6. Dort werden zwei prinzipelle Anwendungsmoglichkeiten
unterschieden: Soll a priori-Nichtwissen modelliert werden, schlagen Pericchi und Walley
sogenannte translations-invariante Klassen von Verteilungen vor; gibt es substanzielles
Vorwissen, so werden verschiedene Umgebungsmodelle vorgeschlagen. Die Qualitét der
Modellierung wird dann anhand des Verlaufs der Grenzen der resultierenden Kredibi-
litatsintervalle und der Kredibilitét eines klassischen symmetrischen Konfidenzintervalls
fiir # in Abhéngigkeit der Anzahl der verfiigharen Beobachtungen bewertet; bei den
Umgebungsmodellen wird zusétzlich das Verhalten des Modells betrachtet, wenn ein
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,prior-data conflict’ vorliegt.

Pericchi und Walley kommen dabei zu dem Schluss, dass eine Menge von sinnvollen
Verteilungen nicht unbedingt auch eine sinnvolle Menge von Verteilungen ergibt. Ihre
Empfehlung ist im Falle von a priori-Nichtwissen eine Menge von Doppelexponential-
verteilungen fiir den unbekannten Mittelwert 6 mit Erwartungswert p und Varianz v:

ﬁwww:¢;ﬁwp{_%%gq

Die translations-invariante Menge M wird dann, fiir ein festes v, durch die Variation
von p iiber ganz IR erzeugt.

Pericchi und Walley vergleichen dieses Modell auch mit einem Modell, dass auf kon-
jugierten Priori-Verteilungen basiert und damit dem in dieser Arbeit zur Anwendung
kommenden Modell dhnelt. M wird dabei als Menge von Normalverteilungen iiber 6 in
Abhéngigkeit von zwei Parametern o und v definiert:

cv?
)
M besteht also aus allen Normalverteilungsdichten 7, , mit Erwartungswert p und
Varianz 12, deren Erwartungswert p keinen ,zu grofen Abstand‘ zu einem festgelegten
pio hat. 0% ist die Varianz der Stichprobenverteilung, und ¢ eine nicht niiher bestimmte
Konstante.

Mipv) = {5306) | 1 = pal <

Die betrachtete translations-invariante Menge von konjugierten Verteilungen, die mit
der oben beschriebenen Menge von Doppelexponentialverteilungen verglichen wird,
wird dann iiber den Grenziibergang v — oo erzeugt. Dadurch kann eine explizite
Wahl von pg iiberfliissig gemacht werden, da die Posteriori-Parameter fir v — oo
nicht mehr von pg abhédngen. In dem Modell von Quaeghebeur und de Cooman, das
in dieser Arbeit zur Anwendung kommt, muss die Varianz v? jedoch begrenzt wer-
den. Die Ergebnisse von Pericchi und Walley sind daher nicht direkt darauf iibertragbar.

Ein interessanter Ansatz stellt die Umgebungsklasse dar, die Pericchi und Walley
fiir Situationen empfehlen, wenn so viel Priori-Information vorhanden ist, dass eine
bestimmte Priori-Verteilung als Ausgangspunkt gewéhlt werden kann. Die Umgebung
wird dabei dhnlich wie bei [Coolen 1993] als ,interval of measures“, als Menge von
(nicht normierten) MaBfunktionen definiert, die zwischen einer oberen Funktion u(f)
und einer unteren Funktion /() liegen. Im Gegensatz zu [Coolen 1993] miissen diese
Funktionen jedoch nicht proportional zueinander sein. Stattdessen wéhlen Pericchi und
Walley mit u(f) = 1 eine impropere Dichte, und mit [(6) als konjugierte Verteilung eine
Normalverteilung N(u, ), die so normiert wurde, dass am Modus (bei § = 1) ebenfalls
I(+) = 1 gilt. M enthélt damit alle Verteilungen, die einen Modus bei § = u erreichen
und deren Verhalten ,an den Réndern‘, also weit entfernt von p, zwischen dem der
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gewdhlten Normalverteilung und einer Gleichverteilung auf IR entspricht. Im Vergleich
mit e-Kontaminationsklassen stellt sich diese Menge als die fiir diese Aufgabenstellung
besser geeignete Vorgehensweise heraus.
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2 Beispiel: Das Imprecise Dirichlet
Model

Das Imprecise Dirichlet Model (IDM) ist ein méchtiges Modell fiir Bayes-Lernen bei
multinomiale Daten, das die Vorteile eines Kalkiils unter Einbeziehung komplexer
Unsicherheit anschaulich machen kann. Es wurde 1996 von Walley vorgeschlagen
[Walley 1996] und stellt eine Verallgemeinerung des Bayesianischen Modells fiir multi-
nomiale Daten dar. Es erfiillt eine Reihe von wiinschenswerten Inferenzprinzipien, die
von alternativen objektiven Ansétzen verletzt werden.

Das IDM erlaubt es, a priori Nichtwissen {iber die Wahrscheinlichkeiten der Kategorien
zu modellieren, indem statt einer einzigen Priori-Verteilung fiir diese Wahrschein-
lichkeiten eine Menge von Priori-Verteilungen verwendet wird. Das Wissen nach der
Beobachtung wird durch eine Menge von Posteriori-Verteilungen iiber die Kategorie-
wahrscheinlichkeiten dargestellt. Diese Menge von Verteilungen scheint auf den ersten
Blick ein sehr komplexes Ergebnis zu sein, iiber den Begriff der oberen und unteren
Wahrscheinlichkeiten wird diese Komplexitéit jedoch handhabbar.

Ein weiterer besonderer Vorteil des IDM ist, dass die Inferenz nicht von der Art
der Aufteilung der Kategorien abhéngt, insbesondere nicht von der Anzahl der zu
unterscheidenden Kategorien.

Die Vorstellung des IDMs in diesem Kapitel stiitzt sich auf den ,Originalartikel’ von
Walley [Walley 1996] sowie auf einen Seminarvortrag [Strobl 2005] und einen weiteren
Artikel [Bernard 2005].

2.1 Multinomiale Daten

Multinomiale Daten sind Beobachtungen, die in endlich viele nicht geordnete Kategorien
fallen, die eindeutig voneinander getrennt sind. Jede Beobachtung kann dabei genau
einer Kategorie zugeordnet werden, die einzelnen Beobachtungen sind voneinander
unabhéngig und besitzen eine jeweils identische Verteilung. Die Multinomialverteilung
ist also ein allgemeines Modell fiir unabhéngige Beobachtungen beliebiger diskreter
Merkmale, die keine ordinale Information liefern.

Gegeben seien n Beobachtungen, die j = 1, ..., k Kategorien zugeordnet werden kénnen,
wobei einer Kategorie j die Anzahl n; Beobachtungen zufallen und Z?:l n; = n gilt. Der
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Vektor der beobachteten Haufigkeiten ny, ..., n; sei mit n, die zugehorigen Zufallsgréfien
seien mit Ny, ..., N; bezeichnet. Dann kann die multinomiale Dichte folgenermafien no-
tiert werden:

f((nl,...,nk)‘(ﬁl,...,Hk)) = Pgl 77777 9k<{N1:n1,...,Nk:nk})

< []e¢" (2.1)
j=1
Dabei gilt fiir die gegebenen Parameter @ = 6,,...,60, der Multinomialverteilung:

6, €(0,1),j=1,...,k und Z?:l §; = 1. 0 kann also als Vektor der Koeffizienten einer
Konvexkombination angesehen werden. Die Menge der zulédssigen Parameterkombina-
tionen @ wird mit © bezeichnet. Der Parameter ¢; entspricht der Wahrscheinlichkeit,
dass eine einzelne Beobachtung in die Kategorie j fillt.

Es ist moglich, die Voraussetzung der eindeutigen Zuteilbarkeit einer Beobachtung zu
einer Kategorie aufzuweichen, wenn statt einer Verteilung iiber die einzelnen Katego-
rien eine Verteilung iiber die Potenzmenge der Kategorien definiert wird. Ein solcher
Ansatz fiihrt zu einer generalisierten Version des IDMs, die dann unscharfe Beobachtun-
gen zuldsst. FEine kurze Vorstellung und Anwendung auf Entscheidungsprobleme kann
beispielsweise in [Utkin und Augustin 2005] gefunden werden. In der in dieser Arbeit
vorgestellten klassischen® Version des IDM besteht dagegen die Moglichkeit, die Ka-
tegorieaufteilung zu verédndern, ohne dass sich die Ergebnisse der Inferenz veréndern.
Durch diese Eigenschaft erfiillt das IDM das Representation Invariance Principle (siehe
Kapitel 2.4).

2.2 Bayes-Lernen

Eine bayesianische Analyse der Stichprobe verlangt nach einer Priori-Verteilung (oder
kurz ,Priori‘) iiber die Parameter ;. Diese soll, entsprechend dem ersten Bayes-Postulat
(Notation z.B. bei [Riiger 1999, Kap 2.4, S.186]), alle Informationen iiber die Parameter
vor der Beobachtung der Stichprobe verkérpern. Diese Priori kann dann, geméfl des Satz
von Bayes fiir Dichten, mittels der Likelihood der Beobachtungen aufdatiert werden:

fxje(x]0)- fo(0)
fx(z)

foix(0]) (2.2)

Priori-Informationen iiber eine (auch mehrdimensionale) Zufallsgrofie ©, die durch
eine Dichte fgo(f) iiber dem Raum der Realisationen § von © représentiert werden,
werden mittels weiterer Informationen (Beobachtungen) X = x aufdatiert, die durch
die Dichte fx|o(z|6) dargestellt sind. Diese Dichte, statt als Funktion von x (gegeben
) als Funktion von 6 (gegeben x) interpretiert, wird auch als Likelihood bezeichnet,
mit der Notation L,(#). Inferenz, der nur die Likelihood als ,, Informationsquelle“ iiber
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die Beobachtungen dient, entspricht dem zweiten Bayes-Postulat und erfiillt somit das
Likelihood-Prinzip (siehe Kapitel 2.4).

Das Resultat des Aufdatierungsschritts ist die Dichte fg|x(6|z), die die Posteriori-
Informationen tiber © nach der Beobachtung X représentiert. Der Faktor fx(z) im
Nenner stellt nur eine Proportionalitdtskonstante dar, die die Posteriori in der Weise
normiert, dass sie tatséchlich wieder eine Dichte ist.

Diese Posteriori-Verteilung (oder kurz ,Posteriori‘) enthélt dann nach dem dritten
Bayes-Postulat das gesamte Wissen iiber © nach der Beobachtung X. Der Erwar-
tungswert oder der Modus der Posteriori-Dichte (kurz: Posteriori-Erwartungswert bzw.
Posteriori-Modus) kann dann beispielsweise als Vorhersage fiir eine neue Beobachtung
x* dienen, HPD-Intervalle (highest posterior density) liefern das bayesianische Analogon
zu Konfidenzintervallen. Der Prozess einer solchen Aufdatierung von Priori-Wissen heif3t
Bayes-Lernen. Eine so gewonnene Posteriori kann wieder als Priori zur Verarbeitung
neuer Beobachtungen verwendet werden.

Im Falle von multinomialen Beobachtungen entsprechen dem © die Parameter
(01, ...,0k), iiber die mehr herausgefunden werden soll. Die Beobachtung X', mittels der
die Parameter (6y,...,6;) aufdatiert werden, sind die Haufigkeiten n; der Kategorien
j={1,...,k}. fx|e(z|0) entspricht also der Dichte (2.1), f((n1,...,n)|(61,...,6%)).
Gleichung (2.2) wird hier daher zu

p((el,...,Qk)‘(nl,...,nk)) 0.8 f((nl,,nk)|(91,,9k)) -p(@l,...,ek).

2.3 Konjugierte Verteilungen

Die Priori-Informationen iiber 6y, . .., 0, miissen also durch eine Dichte f(61,...,0;) ent-
sprechend fx(z) aus (2.2) dargestellt werden. Eine geeignete Priori fiir diese Parameter
ist die Dirichlet-Verteilung:

k k
plor,....00) o J]05 = [, (2.3)
j=1 j=1

mit a; > 0 bzw. s >0und ¢; € (0,1), j=1,...,k, Z?:1 t; = 1. Notation:
0 ~ Dir(aq,...,ag) bzw. @ ~ Dir(s,ty, ..., 1)

Die zwei Parametrisierungen mit (s, ..., ax) oder (s,t) = (s,t1,. .., 1) sind dquivalent;
die Parametrisierung mit (s,tq,...,%;) hat jedoch den Vorteil, dass die Parameter
t1,...,1, ebenso wie 64,...,0; die Koeffizienten einer Konvexkombination bilden und
t; jeweils dem Erwartungswert von 6; entspricht:

(2.4)
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Der Parameter s stellt einen Hyperparameter da, der die Stdrke des Einflusses der
Priori-Informationen auf die Posteriori steuert.

Die Dirichlet-Verteilung ist besonders geeignet, da sie die konjugierte Priori zur
Multinomialverteilung darstellt. Das bedeutet, dass die Posteriori nach Aufdatierung
mit multinomialverteilten Daten wieder vom selben Verteilungstyp wie die Priori ist
und sich nur die Parameter der Priori &ndern. Dadurch wird die Posteriori analytisch
bequem fassbar, da Erwartungswert, Modus und andere Kennwerte der Verteilung
i.A. bekannte und einfache Funktionen der Parameter sind. Auflerdem ergibt sich
die Normierungskonstante der Posteriori-Dichte aus der Identifizierung mit einem
bekannten Verteilungstyp. Dies ist deshalb wiinschenswert, da fx(x), die unbedingte
Dichte der Beobachtung im Nenner von (2.2), oft nicht analytisch ermittelt werden kann.

Die Verwendung einer nicht-konjugierten Priori ist natiirlich ebenso mdglich, die
Posteriori entspricht dann jedoch nicht notwendigerweise der Dichte einer bekannten
Verteilung, sondern einer Mischverteilung. Eine solche Mischverteilung ist jedoch i.A.
schwieriger zu handhaben, da die Normierungskonstante nur iiber Integrale erhéiltlich
ist, die sehr schwierig oder gar nicht analytisch losbar sind und z.B. obengenannte
Kennzahlen nicht unbedingt als Funktionen der Parameter der beiden Ausgangsvertei-
lungen berechnet werden koénnen.

Die Konjugiertheit einer Dirichlet-Priori mit der Multinomialverteilung kann folgender-
maflen gezeigt werden:

p((@l,...,Qk)‘(nl,...,nk)) X f((n1,7nk)|(91,,«9k)) p(91,,«9k)

k k
i 4i—1
R
J J
=1 et
k
— H 9@j+8~tj—1
J
J=1

—*
=it

n;+s-t;
J J _q

¢ (:i)
n-rs
_ n—+s
- 11
j=1

Die Posteriori-Dichte hat also die gleiche Form wie die Priori-Dichte, jedoch mit
gednderten, aufdatierten Parametern

s = n+s und (2.5)
n;+s-t;
o= 2= 9 26
: - (2.6)
nj S
n-+s n—+s
Ein aufdatiertes ¢; wird also mit nis skaliert und um nn—is verschoben.
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Dieses Modell von Bayes-Lernen mit multinomialen Daten und einer dirichletverteilten
Priori wird Dirichlet-Multinomial-Modell genannt.

Eine Besonderheit der Dirichlet-Verteilung ist, dass sich nach der Zusammenlegung von
zwei oder mehreren Kategorien wieder eine Dirichlet-Verteilung ergibt; ebenso kann jede
Kategorie in beliebig viele Unterkategorien aufgeteilt werden, deren Verteilung dann
einer von der urspriinglichen Kategorieaufteilung unabhéngigen Dirichlet-Verteilung
entspricht. Sowohl Aufteilung als auch Zusammenlegung lassen dabei den Parameter s
unveréndert.

Diese vorteilhafte Figenschaft ldsst sich noch genereller ausdriicken: Die Vergroberung
der Kategorieaufteilung kann in mehreren Stufen in beliebiger Weise geschehen, bis nur
noch eine einzige Kategorie {ibrig bleibt. Die verschiedenen Stadien der Vergréberungen
kénnen dann, wie in Abbildung 2.1 illustriert, als Baumstruktur aufgefasst werden: Jede
urspriingliche Kategorie der feinsten Aufteilung entspricht einem Blatt des Baumes.
Durch die Zusammenfassung mehrerer Kategorien zu einer einzigen entsteht eine Ast-
gabelung darunter, die, bei weiterer Vergroberung der Aufteilung, mit einer noch weiter
darunterliegenden Astgabelung verbunden ist. Bei der letzten Zusammenfassung in
nur noch eine Kategorie entsteht dann die unterste Astgabelung, die Wurzel des Baumes.

\f/’ « Blatt
o Wurzel

Abbildung 2.1: Baumstruktur von Kategorien: links ein kompletter Baum, rechts nach
Unterteilung an einer Astgabelung

Ein Vergroberungsschritt konnte, beispielsweise bei einer Untersuchung des Pasta-Kauf-
verhaltens italienischer Haushalte, die Zusammenfassung der Pasta-Sorten ,Linguine’,
,Buccatini‘, Spaghettini‘ und ,Reginette’ zur Kategorie ,Pasta lunga’ darstellen;
die Pasta-Sorten ,Penne‘, ,Gemelli‘, ,Orecchiette’und ,Anelli Siciliani‘ koénnten zur
Kategorie ,Pasta corta’ zusammengefasst werden.

Ein solcher Baum kann an einer beliebigen Astgabelung aufgeteilt werden; der ,Ast-
stumpf* wird zu einem Blatt des groflen Baumes, der abgetrennte Teil ist dann ein eige-
ner kleiner Baum, der an der Schnittstelle seine Wurzel hat. Die so entstandenen Baume
gehorchen dann zwei stochastisch unabhéngigen Dirichletverteilungen, deren Kategorie-
wahrscheinlichkeiten ¢ sich aus denen des urspriinglichen Baums ableiten lassen, wobei
jedoch s unveréndert bleibt. In Kapitel 3.3 von [Bernard 2005] wird diese Eigenschaft
durch zwei Sétze etabliert.
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2 Beispiel: Das Imprecise Dirichlet Model

2.4 Inferenzprinzipien und alternative Modellierungen

Klassisches Bayesianisches Schlieflen stiitzt sich im Normalfall auf eine konjugierte
Priori. Das vorhandene Vorwissen muss also in Parameterwerte der konjugierten Priori
tibersetzt werden. Idealerweise ist das Vorwissen so prézise, dass (etwa aufgrund der
Ergebnisse vorheriger Untersuchungen) eindeutige Werte fiir die Parameter der Priori
naheliegen. Falls das Vorwissen jedoch unprézise ist oder gar praktisch Nichtwissen
herrscht, ist es schwierig, sich auf solche eindeutigen Werte (im Falle multinomialer
Daten fiir ¢1,...,t; und s) festzulegen.

Die bayesianische Losung in diesem Fall ist die Verwendung einer nichtinforma-
tiven Priori. Die allgemeinen Probleme dieser Vorgehensweise wurden schon in
Abschnitt 1.2 dargelegt. Fiir das Dirichlet-Multinomial-Modell wurden verschiedene
Vorschldge gemacht, die alle symmetrischen Dirichlet-Verteilungen entsprechen, also
mit ¢; =: %, Vi =1,...,k, jedoch mit unterschiedlichen Werten von s.

s = k ergibt die Laplace’sche Priori entsprechend dem Prinzip vom unzureichenden
Grund, die diskrete Gleichverteilung iiber alle k£ Kategorien. Die Verwendung dieser
Priori entspricht einem frequentistischen Vorgehen, bei dem die Basis der Inferenz die
relativen Haufigkeiten der Stichprobe, 7;—1 fir alle j = 1,...,k, also der Anteil der in
Kategorie j fallenden Beobachtungen, darstellen.

Die nichtinformative Priori nach der Regel von Haldane, die Riiger als die am wenigsten
problematische identifiziert, entspricht hier der Wahl von t; = %, Vi =1,...,k und
s — 0. Sie erfiillt die wichtigsten der nach Walley wiinschenswerten Inferenz-Prinzipien,
welche im folgenden erldutert werden. Unter bestimmten Voraussetzungen fiihrt sie je-
doch zu unsinnigen Ergebnissen, die sich im IDM vermeiden lassen. Darauf wird in
Kapitel 2.6 hingewiesen werden.

e Symmetry principle (SP): Unterschiedsloses Nichtwissen iiber alle Kategoriewahr-
scheinlichkeiten 6; sollte invariant gegeniiber Permutationen in den Kategorien
sein.

e Embedding principle (EP): Aussagen zur Priori-Unsicherheit {iber ein beliebiges
Ereignis B sollten nicht von der Konfiguration oder Art der Aufteilung der Kate-
gorien abhéngen, da solche Aufteilungen in den meisten Féllen (auch in der Praxis)
rein arbitrar (willkiirlich) sind.

e Representation invariance principle (RIP): Aussagen zur Posteriori-Unsicherheit
iiber ein beliebiges Ereignis B sollten nicht von der Konfiguration oder Art der
Aufteilung der Kategorien abhéngen. Der Unterschied zum EP liegt nur in der
Posteriori-Betrachtungsweise, man kénnte EP und RIP also auch als ein Prinzip
auffassen.

o Likelihood principle: Die a posteriori Inferenz sollte beziiglich der Daten nur von
deren Likelihood abhéngen (und nicht von einer Stopregel beispielsweise).
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2 Beispiel: Das Imprecise Dirichlet Model

e Coherence principle (CP): Die Inferenz sollte kohérent sein im Sinne des Kohédrenz-
begriffs von Walley (siehe [Walley 1991, Kap. 2.2]). Diese Bedingung soll gewihr-
leisten, dass sich verschiedene Inferenz-Aussagen nicht widersprechen.

Diese Inferenzprinzipien sollen nun an einem kurzen Beispiel, dem klassischen, in
[Walley 1996] verwendeten ,,Bag of marbles“- Beispiel erlautert werden:

Aus einem geschlossener Beutel, der mit Murmeln unbekannter, moglicherweise verschie-
dener Farben gefiillt ist, wird eine Murmel gezogen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass die gezogene Murmel rot ist?

Wenn zuvor noch keine Murmeln aus dem Beutel gezogen wurden, sind wir in der
Situation, Priori-Inferenz zu betreiben. Damit das EP erfiillt ist, sollte also gelten: Die
Wahrscheinlichkeit fiir die Aussage ,,die gezogene Murmel ist rot“ héngt nicht davon
ab, wie die Farbkategorien beschaffen sind. Es soll also keinen Unterschied machen, ob
die Menge der Kategorien als {rot, andere Farben}, {rot, blau, wei}, andere Farben}
oder gar {rot, blau, weif}; weifl mit blauen Streifen und einem roten Wolkchen in der
Mitte, andere Farben} definiert wurde.

Wurde zuvor schon eine Sequenz von Murmeln aus dem Beutel gezogen, sind wir in
der Situation des RIP, und auch nach dem Zug einer dunkelorangenen Murmel, die es
vielleicht notig macht, die Kategorieaufteilung zu verdndern, soll sich die Wahrschein-
lichkeitsbewertung fiir ,,die néchste gezogene Murmel ist rot“ nicht dndern.

Klarerweise verletzen bayesianischen Modelle mit nichtinformativen Priori-Verteilungen
mit s > 0 das EP und das RIP, da sie von der Anzahl der Kategorien k abhéngen.
Geméaf ihrem Konstuktionsprinzip erfiillen sie jedoch das SP und, wie alle baye-
sianischen Methoden, gem&fl dem zweiten Bayes-Postulat das LP. Walley zeigt in
[Walley 1991, Kap. 5.5] sogar, dass sich das SP und EP / RIP in bayesianischen
Modellen mit properen Priori-Verteilungen grundsétzlich gegenseitig ausschlieflen.

Frequentistische Methoden verletzen in der Regel das LP, da deren Ergebnisse nicht nur
von der Likelihood allein, sondern auch von der Stopregel abhéngen. Im Murmelbeispiel
macht es bei der frequentistischen Inferenz einen Unterschied, ob die Zahl der Ziige
vorher feststand, oder ob gezogen wurde, bis z.B. drei rote Murmeln gezogen wurden.
Ebenso verletzen sie meist das CP.

Auf Unterschiede in den Ergebnissen der Inferenz selbst wird in Kapitel 2.6 eingegangen.
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2 Beispiel: Das Imprecise Dirichlet Model

2.5 Das Imprecise Dirichlet Model fiir 6, ... .0,

Das Grundmodell des IDM besteht aus allen Dirichlet-Verteilungen mit einem festen
s > 0 und ¢ mit t§0) € (0,1) firallej =1,...,k und Z?Zl t;o) = 1. Der obere Index
() s0ll die Parameter als Priori-Werte identifizieren.

MO = {Dir (5(0), tgo)’ o ,t,(co))

k

) - 0 _

£ e01),j=1,....k > _1}. (2.7)
j=1

Sei T auBerdem die Menge der Parameter £ und s aller Dirichlet-Verteilungen

in M©_ Die Priori-Gewichte fiir jede Kategorie j € {1,...,k} variieren im Intervall
(0,1), der Hyperparameter s, der den Einfluss der Priori-Informationen auf die
Posteriori-Wahrscheinlichkeiten steuert, muss fest gewéhlt werden. Auf die Wahl
von s wird in den nichsten Absétzen niher eingegangen. Die Menge M© dieser
Verteilungen dient als Modell fiir a priori Nichtwissen iiber die Parameter 6, ..., 0, der
Multinomialverteilung, da alle vorstellbaren nichttrivialen Verteilungen in conv (M(O)),
der konvexen Hiille von M(©) enthalten sind. Es reicht jedoch, sich fiir jede weitere
Berechnung nur auf alle ;reinen‘ Dirichlet-Verteilungen zu stiitzen, da diese die ,Ecken’
darstellen, welche die konvexe Hiille definieren.

(0) (0) (0) (0) ()

Zulassige Werte fiir t; 7, t; * bei zwei Kategorien Zulassige Werte fur t; 7, t;” und t3 ™ bei drei Kategorien
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Abbildung 2.2: Darstellung der zulédssigen Parameterkombinationen fiir £ = 2 und k£ = 3.

Jeder der Priori-Verteilungen aus M entspricht einer bestimmten Konfiguration
der Werte von t§0>, . ,t,(i,o) € T die als innerer Punkt eines Ausschnitts der k — 1-
dimensionalen Hyperebene im k-dimensionalen Raum dargestellt werden kann, die

durch die k£ Punkte (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ...... , (0,0,...,0,1) begrenzt wird.
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2 Beispiel: Das Imprecise Dirichlet Model

Bei zwei Kategorien sind alle moglichen Kombinationen von tgo) und tgo) auf der

Strecke zu finden, die auf der Geraden mit der Gleichung tgo) =1- t§°) liegt und
durch die Punkte (0,1) und (1,0) begrenzt wird. Bei drei Kategorien liegen alle

Kombinationen von t§°), tgo) und téo) auf einer Fliche, die in der Ebene durch die Punkte
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) liegt und durch ebendiese Punkte begrenzt wird.

Falls a priori mehr als nichts iiber 6, ...,6; bekannt ist, kann M entsprechend ein-
geschrinkt werden. Ist im oben illustrierten Beispiel mit drei Kategorien bekannt, dass
t; > 0.2 und t3 < 0.6 gilt, so wihle man MO folgendermaflen:

MO = Dir (s@,£0) [ 1" € [0.2,1), 15" € (0,0.8], t1 € (0,0.6], Yt =13 (2.8
j=1

Die Bedingung fiir téo) (also tgo) < 0.8) ergibt sich durch die Bedingung der ,Min-

deststarke® 0.2 fiir t§°).

Zulassige Werte fiir t§°), t§°) und tgo) Restriktion auf t§°) 20.2 und t§°) <0.6
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Abbildung 2.3: Darstellung der noch zuldssigen Parameterkombinationen fiir M© aus
Gleichung (2.8).

Eine einzige Priori-Verteilung anzugeben, die die Priori-Informationen tgo) > 0.2,

téo) < 0.6 angemessen verkorpert, ist wohl unméglich.
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2 Beispiel: Das Imprecise Dirichlet Model

Der Hyperparameter s, der den Grad der Unsicherheit der Priori-Information
reprisentiert, muss fest gewihlt werden. GroBere Werte von s(O entsprechen groferer
Unsicherheit; die Differenz von oberer und unterer Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis
hingt direkt von s ab (siche Kapitel 2.6). Im Kontext von a priori Nichtwissen
ist die Wahl von s nicht eindeutig gelost. Von der Intention des IDM her sollten
obere und untere Wahrscheinlichkeiten fiir Ereignisse frequentistische und objektive
Bayes-Wahrscheinlichkeiten einschliefen; dieses Kriterium legt Werte von 1 < s < 2
nahe. Walley schlug in [Walley 1996] 50 =1 vor, da ihm s = 2 als zu vorsichtig schien;
laut [Bernard 2005] unterstiitzen andere Untersuchungen [Bernard 2001, Bernard 2003]
jedoch auch s(® = 2, besonders wenn die Anzahl der Kategorien k grof wird. (Eine
Wahl von s abhiingig von k verletzt jedoch das RIP.) Genauere Abhandlungen
beziiglich der Wahl von s im IDM konnen in den ebengenannten Artikeln sowie in
[Walley 1996] gefunden werden. Fiir eine realistische Modellierung kann es aber auch
nétig sein kann, dass auch s in einer Menge variiert. Darauf wird in Abschnitt 2.6.1
kurz eingegangen.

s kann auch als Anzahl der ,verdeckten‘ Beobachtungen interpretiert werden. Diese
Interpretation wird anhand von Gleichung (2.11) verdeutlicht werden.

Nach n Beobachtungen, die sich auf jeweils n; Beobachtungen in den Kategorien j =
1,..., k aufteilen, verindert sich M©® aus (2.7) mittels der Aufdatierungsregeln (2.5)
und (2.6) zu

0) . 4+(0) 0) . 4+(0)
M(n)_{Dir<(3(°)+n)anl+8()‘tl ,"'7nk+8()‘tk )

s 0 ¢ T<0>} . (2.9)

n-+s n-—+s
Durch die Aufdatierung werden also die Parameter tgo), e ,téo) der Menge T mit
% skaliert und um ﬁ verschoben, der Hyperparameter s erhoht sich um n.

s stellt also auch eine Art ,Priori-Starke’ dar, die steuert, mit welchem Gewicht der
Wert des Priori-Parameters t§0) in den Wert des Posteriori-Parameters eingeht.! Diese
so aufdatierten Parameter bekommen entsprechend der Anzahl n der Beobachtungen,
die zur Aufdatierung verwendet wurden, den oberen Index .

2.6 Inferenz mit dem IDM

Da im IDM die Priori-Information iiber eine Menge von Priori-Verteilungen dargestellt
wird, ergibt sich als Posteriori-Information ebenfalls eine Menge von Verteilungen. Aus
eindimensionalen Zielgroflen wie beispielsweise dem Posteriori-Erwartungswert oder der
Posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis werden im IDM daher Mengen dieser Ziel-
grofen, deren Elemente aus der Anwendung je einer der Posteriori-Verteilungen 7™ aus
M hervorgehen. Tatsichlich ist aber meistens nicht jedes einzelne dieser Elemente

L Auf diese Interpretation wird noch in Kapitel 3.3 niher eingegangen.
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von Interesse, sondern vielmehr die Spanne, in der sich die Zielgroflen bewegen. Zur
Abschéitzung der aus dem IDM resultierenden Posteriori-Wahrscheinlichkeiten eines Er-
eignisses A;, dass die néchste Beobachtung zur Kategorie j gehort, kann man sich auf
die minimale und maximale der Wahrscheinlichkeiten aus dieser Spanne beschréanken,
zumal man weif}, dass jeder Wert dazwischen auch angenommen wird. Die minimale
wird als untere Wahrscheinlichkeit P(A; | n), die maximale als obere Wahrscheinlichkeit

P(A;|n) bezeichnet und sind also folgendermafien definiert:

B(Aj | n) = minﬂm)eM(n) P7r<'n,) (Aj)
B (2.10)
P(Aj n) = Max, (n) e pq(n) Prn) (Aj)

Um P(A;|n) zu erhalten, muss man aber nicht alle (unendlich viele!) Posteriori-Ver-
teilungen durchgehen, die jeweilige Wahrscheinlichkeit fiir A; berechnen und dann das
Maximum bestimmen. Stattdessen kann diese Suche auf M©) zuriickgefithrt werden. Es
gilt fiir alle 7 aus M™ | die zu t;") Jkompatibel® sind, d.h. die so beschaffen sind, dass

die Posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir die Kategorie j geméf (2.4) tg-n) betrigt:
Poo(4;) = 7 | also mit (2.6)
n; + s(0). t§0)
n + 50

Aufgrund der Linearitit des Aufdatierungsschritts muss man daher nur das kleinste
bzw. das grofite tgo) aus M ermitteln. Im Fall von Priori-Nichtwissen, bei dem also
MO aus allen méglichen Dirichlet-Verteilungen besteht (sieche Gleichung (2.7)), ldsst
sich P(A;|n) also durch den Grenziibergang t;o) — 0 und P(A;|n) durch t;o) — 1
bestimmen. (Die ,Rénder‘ 0 und 1 wurden in der Definition ausgeschlossen.) Es gilt also

n; + s(0)

n; —
B(Ajln): ’ und P(Aj’n) = n+s0 -

n+ s©

(2.11)

Hieran wird die Interpretation von s als Anzahl der ,verdeckten‘ Beobachtungen
deutlich: Im Nenner steht die Summe der n sichtbaren' und s verdeckten' Be-
obachtungen; die Untergrenze fiir P(A;|n) ergibt sich aus der Annahme, das keine
der ,verdeckten‘ Beobachtungen zu der Kategorie j gehort, die Obergrenze durch die
Annahme, das alle s() Beobachtungen dazu gehoren.

An (2.11) ist auch erkennbar, dass die obere und untere Wahrscheinlichkeit fiir A; nicht
von der Anzahl der Kategorien abhéngt. In bayesianischen Modellen mit nichtinforma-
tiver Priori ist dies im Allgemeinen nicht der Fall. Dort gilt

n; + s(o)%
n+ s

)

P(A;|n) =
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und jede Wahl einer nichtinformativen Priori fiihrt zu einer anderen posteriori-Wahr-
scheinlichkeit, die, aufler bei der Verwendung der Priori nach der Regel von Haldane,
von der Anzahl der Kategorien k& abhéngt.

Dariiber hinaus sind diese posteriori-Wahrscheinlichkeiten auch nicht in der Lage,
die Menge an Beobachtungen, die ihnen zugrunde liegt, angemessen widerzuspie-
geln. Dazu ein kurzes Beispiel: Wird nur zwischen zwei Kategorien unterschieden
(k = 2) und liegen die Hélfte der Beobachtungen in Kategorie j (n; = %), ist die
bayesianische Posteriori-Wahrscheinlichkeit unter allen genannten nichtinformativen
priori-Verteilungen P(A;|n) = 1 und zwar fiir jede Anzahl von Beobachtungen n.
Die oberen und unteren Wahrscheinlichkeiten in (2.11) hingegen héngen von n ab
und riicken immer ndher zusammen, je grofler n wird: Je mehr Daten eine Vorhersage
als Grundlage hat, desto genauer wird sie. Sind jedoch wenig Daten vorhanden,
liegen P(A;|n) und P(A;|n) weit auseinander und verdeutlichen so den unsicheren
Charakter einer Prognose, im Gegensatz zu den bayesianischen Wahrscheinlichkeiten,
die unverhiltnisméfig genaue Vorhersagen liefern.

Analog zum Vorgehen bei der Ermittlung von P(A;|n) und P(4;|n) gilt im IDM
allgemein: Ist die ZielgroBe eine lineare Funktion der Priori-Parameter ¢(*) (wie hier
im Beispiel die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis A;), ldsst sich der obere und untere
Rand des Zielgroflenbereichs auf den oberen und unteren Rand der Priori-Verteilung
zuriickfiihren und rechnerisch einfach bestimmen.

2.6.1 Pradiktive Inferenz

Unter pradiktiver Inferenz wird die Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten fiir Ereig-
nisse verstanden, die zukiinftige Beobachtungen betreffen. In Verallgemeinerung des
Einfiihrungsbeispiels gilt fiir ein Ereignis A, dass die néchste Beobachtung in eine der
Kategorien jy,...,5 mit {j1,..., 51} € {1,...,k} fallt

Pao(4) = > 8"

i€j1,...,jl
0 (0)
Dt M5 Vi b (2.12)
B n+ s© '
und damit unter Priori-Nichtwissen, mit der Definition >, . . n; =:n(A)
11501
P(A ) — n(A) 4 PlAln) = n(A) +s©
2 ‘n)—n—ks(o) e (Aln) = n+ s
Dieses Ergebnis erhdlt man, wenn man >, ., tl(o) — 0 bzw. 370 ih tgo) — 1

anwendet.
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Ist M© aufgrund von Vorwissen restringiert wie beispielsweise in (2.8), so kann je nach
Art der Restriktion die minimal bzw. maximal mogliche Summe der zu A gehérenden
priori-Kategorieparameter,

t(A)min == min Z tEO) und  #(A)max ;= max Z tEO),

(0)
It} CRC ARy Ji}t
ungleich 0 bzw. 1 sein. Daher gilt allgemein

n(A) + 5O - t(A)min n(A) + 50 - t(A) max

P(A|n) = T und P(A|n) = 5O (2.13)
Sind also A und das Vorwissen so beschaffen, dass t(A)p, > 0 gilt, so ist P(A|n) um
% groBer als unter Priori-Nichtwissen. Falls ¢(A) .y < 1 gilt, so ist P(A|n) um
W kleiner. Das Vorwissen kann also die Spanne der Wahrscheinlichkeiten fiir

ein Ereignis A verkleinern, wenn es das Ereignis A tangiert.

Ebenso kann auch die obere und untere Wahrscheinlichkeit fiir ein Ergebnis der
néchsten zwei (oder mehr) Ziige durch Minimieren bzw. Maximieren der Wahr-
scheinlichkeit P (A, B,...) beziiglich von t berechnet werden, wobei mit A das
Ereignis im néchsten Zug, B das Ereignis im darauf folgenden Zug usw. bezeichnet
wird. Die Formelausdriicke werden dann entsprechend komplizierter, und es miissen je
nach Beschaffenheit der Ereignisse A, B, ... Fallunterscheidungen vorgenommen werden.

Als Ma$ fiir die Unsicherheit beziiglich der Vorhersage eines Ereignisses A kann man die
Spanne dessen posteriori-Wahrscheinlichkeiten, also die Lange des Wahrscheinlichkeits-
intervalls betrachten:
— n(A) + 80 t(A)paxy  n(A) + 59 - t(A)nin
P(A|n)_£(A‘n) = n_l_s(o) - n+3(0)
s [t(A)max — t(A) min]

- PO (2.14)

Mit wachsendem n wird diese Differenz geringer; mit n — oo wird sie 0, d.h., je mehr
Beobachtungen zur Verfiigung stehen, desto genauer werden die Ergebnisse, so dass bei
geniigend vielen Beobachtungen P(A|n) und P(A|n) praktisch zusammenfallen. Die
Differenz t(A)max — t(A)min betrdgt hochstens 1 und ist je nach Grad der Restriktion
von M auch kleiner. Je genauer also das Vorwissen ist, desto genauer werden dann
auch Vorhersagen im IDM.

Die Konvergenz von P(A|n) und P(A|n) beziiglich n — oo gilt allerdings auch
dann in gleichem Mafle, wenn das Vorwissen nicht zu den Daten passt. Das Intervall
[P(A|n), P(A|n)] ,wandert' in diesem Fall zwar in die Richtung, die die Daten nahe

legen, aber es kann nicht gréfer werden, da es nicht mehr von # abhéngt.
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Damit das IDM auch in solchen ,prior-data conflict‘-Situationen (siche Kapitel 1.4.3)
das gewiinschte Verhalten zeigt, ndmlich eine Verbreiterung des Wahrscheinlichkeits-
intervalls, wenn sich Priori-Information und die Beobachtungen widersprechen, muss
das IDM modifiziert werden. Die nétige Modifikation im Falle von zwei Kategorien
diskutiert Walley in [Walley 1991, Kap. 5.4], sie entspriache im IDM der Moglichkeit der
Variation von s(9 zwischen einer unteren Grenze s© und einer oberen Grenze 5. Die
Minimierungen und Maximierungen der jeweiligen Inferenzkalkiile miissten dann nicht
nur iiber t® € T, sondern auch iiber s € S© = [5(9 5] gebildet werden.

Im Folgenden soll aber noch die jklassische Version' des IDMs Basis der Beschreibung
sein. In [Walley 1996] und [Bernard 2005] tritt dieses Problem auch nicht auf, da es
dort nur in Situationen, bei denen a priori Nichtwissen herrscht, zur Anwendung kommt.

VergroBert man den Wert von s fiir festes t, ergibt sich ein groferes Wahrschein-
lichkeitsintervall. Unter priori-Nichtwissen (#(A)max — t(A)mn = 1) gilt allgemein,
dass die Intervalle, die sich mit steigendem s© vergréBern, umeinander geschachtelt
sind, da P(A|n) immer kleiner und P(A|n) immer grofer wird. Die Ergebnisse der
Inferenz im IDM unter priori-Nichtwissen sind daher konsistent in dem Sinne, dass eine
weniger vorsichtige Wahl von s(9 zu einem Intervall fithrt, das sich innerhalb von allen
Intervallen mit gréferem s(© befindet. Andert sich also die Bewertung des Vorwissens
in der Art, dass s(© verkleinert werden kann, so bleiben danach im IDM nur Werte
von P(A|n) plausibel, die es auch vorher schon waren. Dies steht im Gegensatz zu den
Ergebnissen objektiver bayesianischer Verfahren: Bei der Wahl von unterschiedlichen
Werten von s ergibt sich jeweils ein anderer Wert fiir P(A |n).

Ist M© jedoch a priori restringiert, ist die Verschachtelung bei steigendem s(® nicht
in allen Féllen gewahrleistet: Falls @ < t(A)min, wird P(A|n) mit steigendem
s groBer, oder falls # > t(A)max, wird P(A|n) mit steigendem s kleiner. Die
Konsistenzeigenschaft geht verloren, wenn M ausschlieBlich Informationen enthiilt,
die den beobachteten Héaufigkeiten @ widersprechen. Im Falle von Priori-Nichtwissen

kann dieser Widerspruch jedoch nicht eintreten, da M® aussagelos (nicht-selektiv) ist.

Im IDM ergeben sich auch dann sinnvolle Wahrscheinlichkeiten, falls ein beliebiges FEr-
eignis A nach n Beobachtungen (noch) nicht beobachtet wurde. Dann gilt n(A) = 0 und,
unter priori-Nichtwissen,

o)

P(A|ln)=0 und F(A|n):n+8(0).

Die untere Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis ist stets 0, die obere geht gegen 0,
wenn n — oo und A nie beobachtet wird. Mit jeder weiteren Beobachtung, die nicht
zu A gehort, wird eine Beobachtung von A im néchsten Zug unwahrscheinlicher, ein
plausibles Verhalten des IDM.
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2 Beispiel: Das Imprecise Dirichlet Model

Bayesianische Verfahren bieten keine befriedigende Losung in solchen Situationen: Mit
der (von Riiger als am wenigsten untauglich eingeschitzten) nichtinformativen Priori
nach der Regel von Haldane (7(® mit t;o) = 1V =1,....k s© — 0), gilt jedoch,
analog zu (2.12),

P(A|n) = P.w(A) = ———=d =i =0,
unbeachtet der Anzahl der Beobachtungen n, also auch, wenn n klein ist und es durchaus
plausibel scheint, dass eine Beobachtung A im néchsten Zug noch erfolgen kann.

2.6.2 Parametrische Inferenz

Mit parametrischer Inferenz wird die Inferenz iiber die Parameter 64, ..., 6, bezeichnet.
Dabei kénnen Fragestellungen iiber @ selbst, wie z.B. die Wahrscheinlichkeit P(B),
dass fiir ein gewisses ©* C © das Ereignis B = {6 € ©*} eintritt, und Wahrscheinlich-
keitsaussagen iiber einen von 6y, ..., 0 abgeleiteten Parameter 6(0) € R unterschieden
werden. Im letzteren Fall kénnen untere und obere Erwartungswerte IE[6(6)] und
E[6(0)] berechnet werden. Umfassender ist die Berechnung der unteren und oberen
Verteilungsfunktion F(§(0)) und F(5(0)), mittels welchen das Wahrscheinlichkeits-
gewicht beliebiger Intervalle von §(0) auf R berechnet werden kann. Mit Theorem
3 aus [Bernard 2005] sind die Werte von ¢, die E(6(@)) und F(4(0)) minimieren
bzw. maximieren, fiir einen in 6 linearen Parameter 0 einfach erhéltlich. Nichtlineare
Funktionen 0 kénnen, mit vertretbarer Fehlerrate, linear approximiert werden.

Mit (2.4) und (2.6) ist der posteriori-Erwartungswert fiir §; fiir ein bestimmtes 7™ €

M™)
nj+ st

n-+s
(n)
J

E[6; |n] =t =

(n)

und daher gilt, bei Grenziibergang ¢; — min bzw. ¢

— Imax

) (0)

n;+s- max t;
(0) 0
t; e1(0)

n—+s

. 0
n;+ s+ min t(-
tg.o)eT(O)

E[f; |n) = ——=—

und  E[¢;|n] =

Hier gelten natiirlich die gleichen ceteris paribus-Aussagen wie in Kapitel 2.6.1.

Ebenso lassen sich — nach deutlich komplizierteren Berechnungen — die obere und untere
Varianz V(0;|n) und V(0; |n) explizit angeben. Sie kénnen in [Walley 1996, S. 17]
gefunden werden.

Fir ein B = {@ € ©*} mit ©* C O lisst sich die Wahrscheinlichkeit unter Verwen-

() € M®™ (mit der fiir dieses 7™ charakteristischen

dung eines bestimmten T (a(m)) ()
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2 Beispiel: Das Imprecise Dirichlet Model
Konfiguration ¢™ im unteren Index) folgendermaBen berechnen:
_P(B|10::t/m 77 e (6) d6 (2.15)
CECE
P(B|n) und P(B|n) ergeben sich dann als Grenzen bei der Variation von ¢™.

Da dieses Integral iiber ein mehrdimensionales Intervall gebildet werden muss, kann es
schwierig zu berechnen sein. Sind in B jedoch nur Bedingungen fiir ein ¢; enthalten,
kann die Berechnung vereinfacht werden: Da die Inferenz im IDM invariant gegeniiber
der Kategorieaufteilung ist, kann die Anzahl k der Kategorien auf zwei reduziert werden,
némlich .7 und ,nicht-j°. Eine Dirichlet-Verteilung mit zwei Kategorien entspricht aber
einer Beta-Verteilung, so dass gilt

0; ~ DBeta (s(o) . t§0) +n;, s — 50 tg-o) +n— nj> , also

5(0) 't;O) +n;—1

p(0;1n) o 6

0
j (1-— Qj)S(O)_S(O)'t; Sn—n;—1 )

(0)

Es muss also nur iiber ¢ minimiert bzw. maximiert werden, um P(3|n) und P(B|n)

zu erhalten.

Hypothesentests iiber 8 konnen durchgefiihrt werden, indem die obere und untere Wahr-
scheinlichkeit fiir B = {6 € Hy} berechnet wird. Sind nur Bedingungen fiir ein 6; in
Hy, vereinfacht sich die Berechnung in obiger Weise. Soll z.B. Hy : 0; > 0y = % gegen
Hy 0, <0y = % getestet werden, so ist die posteriori-Wahrscheinlichkeit von 6; wieder
betaverteilt, und es gilt

1
50400 41 (0) _g(0) 4O 40 .. .00 )
P(Hy|n) = [Cz-ﬁj T (L —gy)s e g, mlttg)—ﬂmln
3

1
— s@ 4Oy 1 (0)_ 040 .0
mmm:iﬂwgﬂf(p@ss%MWW@mwtmm

2

mit den Normierungskonstanten ¢; und ¢,, die sich aus den folgenden Gleichungen erge-
ben:

1
(04O 4 0
/ ¢ - 9; tg +n; 1(1 . ej)s(o)_s(o).tg >+n—nj_1 da] ; 1 fir t§0) — min
0
1
5.4 41 ©) 44O ! . (0
/cu-ej P (L =gyt e gy = 1 furtg-)—wnax
0

Hy kann kann abgelehnt werden, wenn P(Hy|n) kleiner als eine zuvor festgelegte
Schranke ist. Das Intervall [P(Hy|n), P(Hy|n)| vergréBert sich, wenn s vergrofiert
wird, und enthélt fir s > 1 die iiblichen frequentistischen p-Werte unter binomialer

oder negativ-binomialer Verteilungsannahme.
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2 Beispiel: Das Imprecise Dirichlet Model

Kredibilitatsregionen fiir @ zu einem Niveau ~ konnen prinzipiell ebenfalls {iber die
Gleichung (2.15) berechnet werden. Sie sind groBer als ihre Bayes-Analoga, da sie
sowohl die Unsicherheit aufgrund der endlichen Zahl von Beobachtungen als auch die
Unsicherheit iiber die Préazision der Priori-Informationen wiederspiegeln.

Fiir die Form einer solchen Region gibt es im Allgemeinen zwei Moglichkeiten:

e Die Kredibilitdtsregion kann als ein mehrdimensionales Intervall mit Wahrschein-
lichkeitsgewicht von mindestens ~ gebildet werden, bei dem die Grenzen fiir jede
Dimension Hyperebenen sind, die zur allen anderen Koordinatenachsen parallel
verlaufen. Bei zweiseitigen Kredibilitdtsregionen muss die Lage des Intervalls so
gewdhlt werden, dass die mehrdimensionale ,Lénge’ minimal wird. Bei drei Ka-
tegorien ergébe sich also ein ,Kredibilitdtswiirfel‘, dessen Kanten parallel zu den
Koordinatenachsen sind und dessen Lage so bestimmt ist, dass das Volumen des
Wiirfels minimal ist.

e Eine Kredibilitiatsregion kann auch als highest posterior density - Region (HPD-
Region) ermittelt werden. Dafiir wird die Schranke £ gesucht, fiir welche die untere
posteriori-Wahrscheinlichkeit aller @ € ©, deren Dichte grofler als € ist, gerade ~
betrégt.

P{8: 70, ) (0) > E}) =7 (2.16)

Diese Region ist dann entsprechend der ,Hohenlinien‘ der Dichte im mehrdimen-
sionalen Raum amorph und kann auch in mehrere unverbundene Teilregionen zer-
fallen, wenn die posteriori-Dichte nicht unimodal ist.

Bei Kredibilitédtsregionen fiir ein (eindimensionales) 6; fallen diese beiden Metho-
den zusammen. Wieder ldsst sich die Dirichlet-Verteilung auf eine Beta-Verteilung
zuriickfithren, indem die Kategorieaufteilung entsprechend vereinfacht wird.

Ein einseitiges Intervall I = [0, 7] mit P(I[n) = v fiir ein #; kann mit Hilfe der unteren
Verteilungsfunktion F einer Beta-Verteilung mit den Paramtern s© - t;o) + n; und
50 — 50 . t§0) +n — n;) berechnet werden. Diese ergibt sich fiir t;o) — max, und es gilt
0r = F~'(v). In Abbildung 2.4 ist die Konstruktion eines solchen Kredibilitétsintervalls
dargestellt. Ebenso kann ein ;, fiir das Kredibilitétsintervall I = [6;,, 1] mit Hilfe der
oberen Verteilungsfunktion F der gleichen Beta-Verteilung berechnet werden, welche
sich fiir t§0) — min ergibt. §;_ist dann die Losung von 1 — v = F(6; ), weil damit die
obere Wahrscheinlichkeit des Komplementérintervalls [0, 6;, ] 1 — v betragt.

Zweiseitige Intervalle sind ebenso moglich. Ein Intervall mit der Glaubwiirdigkeit von
mindestens 7 kann berechnet werden, indem die einseitigen Intervallgrenzen 67 und 0;,

jeweils mit HTV statt v ermittelt werden. Soll das Intervall den Sicherheitsgrad genau
erfiillen, miissen die Grenzen mittels (2.16) berechnet werden.
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2 Beispiel: Das Imprecise Dirichlet Model

(
0.0 02 04 06 08 1.0

Abbildung 2.4: Konstruktion eines einseitigen Kredibilitétsintervalls fiir 6;, mit s = 1,
n =10 und n; =4

Walley empfiehlt in [Walley 1996] generell, die unteren und oberen Verteilungsfunktio-
nen fiir jede Komponente ¢; getrennt zu plotten. Aus diesen lassen sich dann, wie in
Abbildung 2.4 beispielhaft illustriert, einseitige Intervalle direkt ablesen.
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3 Das Stichproben-Modell von
Quaeghebeur und de Cooman

Das Stichproben-Modell von Quaeghebeur und de Cooman [Quaeghebeur und de
Cooman 2005] stellt eine direkte Verallgemeinerung des IDM dar. Mit ihm kénnen
nicht nur multinomialverteilte, sondern auch anders verteilte Stichproben in gleicher
Weise analysiert werden, deren Verteilung zu einer Exponentialfamilie gehort. Ebenso
wie beim IDM liegt das in Kapitel 2.2 beschriebene bayesianische Aufdatierungsschema
mit konjugierten Priori-Verteilungen zugrunde: Eine Menge von Priori-Verteilungen
wird mittels der prézisen Likelihood der Beobachtungen aufdatiert, die so entstande-
ne Menge der Posteriori-Verteilungen bildet die Basis aller Schliisse aus der Stichprobe x.

Die Menge der Verteilungen wird dabei wieder iiber eine Menge von Parame-
tern ) definiert, die linear aufdatiert werden konnen. Die Parameter y € ) sind
jedoch nicht die klassischen’ Parameter der konjugierten Verteilung, sondern ent-
sprechen der ,durchschnittlichen® suffizienten Statistik der Stichprobenverteilung
[Quaeghebeur und de Cooman 2005, Kap. 2.2]. In vielen Féllen hat dieses y jedoch
eine einfache Interpretation, und oft stellt er sich als Erwartungswert des gesuchten
Parameters der Stichprobenverteilung heraus.

Priori- und Posteriori-Verteilung héngen zusétzlich noch von einem Parameter n ab,
der die Rolle von s aus dem IDM iibernimmt und somit steuert, wie stark die Priori-
Annahmen in die Posteriori-Verteilung eingehen. Bei vielen Anwendungen gilt, dass n
gleich der Zahl der Beobachtungen ist, die nétig sind, um die Differenz zwischen dem
unteren und dem oberen Priori-Erwartungswert a posteriori auf die Hélfte zu reduzieren.

Posteriori-Inferenz iiber den Stichprobenparameter kann, analog zu (2.10), durch
untere und obere Wahrscheinlichkeiten dargestellt werden, die sich als Infimum bzw.

Supremum iiber y € ) ergeben.

Die Beschreibung dieses Modells in diesem Kapitel lehnt sich eng an
[Quaeghebeur und de Cooman 2005] an.

3.1 Exponentialfamilien

Ausgangspunkt der Stichprobenanalyse ist die Verteilung der Stichprobe, die zum Typ
einer Exponentialfamilie gehoren muss. Solche Verteilungsfamilien besitzen bestimmte
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3 Das Stichproben-Modell von Quaeghebeur und de Cooman

Regularitétseigenschaften; ob eine Verteilungsfamilie einer Exponentialfamilie ent-
spricht, wird iiber eine bestimmte Faktorisierung ihrer Dichte gezeigt.

In der Literatur gibt es verschiedene solche Faktorisierungen. Quaeghebeur und de
Cooman beziehen sich auf die Notation von [Bernardo und Smith 1993], die ver-
schiedene abgestufte Kriterien verwenden. Die in [Quaeghebeur und de Cooman 2005]
verwendete Faktorisierung ist das Kriterium fiir das Vorliegen einer ,regular, line-
ar canonical exponential family“ gemé&fi der Systematik von Bernardo und Smith
[Bernardo und Smith 1993, S. 202 und S. 272f]:

fz]¥) = a(z)exp {(, 7(z)) — b(¥)} (3.1)

Dabei ist x € X die Beobachtung einer Zufallsvariable X mit der Dichte f(z|). Diese
Stichprobe sei zunéchst als einelementig angenommen, eine Erweiterung auf Stichproben
vom Umfang m folgt dann am Ende des néchsten Kapitels. ¥ € W ist der (eventuell
mehrdimensionale) natiirliche Parameter der Verteilung, der sich als eine Funktion der
Jklassischen® Parameter ergibt. Hat der natiirliche Parameter die gleiche Dimension ¢ wie
der klassische, so heifit die Verteilung auch ,strikt g-parametrisch“ (siehe [Riiger 1999,
S. 19]). Test- und Schétzprobleme, bei denen eine strikt g-parametrische Verteilungsan-
nahme nicht vorliegt, sind deutlich schwerer zu l6sen. 7(x) € 7 ist eine Funktion der
Beobachtung z, die sich durch die geforderte Faktorisierung im Exponenten ergibt, und
ist eine suffiziente Statistik von X. Diese wird im Folgenden als ,die‘ suffiziente Statistik
bezeichnet. Sie zeigt, in welcher Weise der beobachtete Wert der Zufallsvariable X in
die Berechnungen fiir das Inferenzproblem eingeht. Auch wenn X mehrdimensional wird
(z.B. durch mehrere unabhéngige und identisch verteilte Beobachtungen), behélt 7(x)
dieselbe Dimension. Dann zeigt 7(x), wie die Stichprobe zusammengefasst werden kann,
ohne dass die fiir das Test- oder Schéatzproblem notwendigen Informationen verloren
gehen. Der Ausdruck (¢, 7(z)) bezeichnet im Falle von mehrdimensionalen Gréflen das
Skalarprodukt von ¢ und 7(x), daher besitzen ¢ und 7(z) die gleiche Dimension. Sind
Y und 7(z) eindimensional, handelt es sich um ein normales Produkt. Die Funktionen
a(x) : X - R" und b(¢)) : ¥ — TR sind fiir die verschiedenen Verteilungsannahmen,
die einer Exponentialfamilie entsprechen, charakteristisch.

Diese Faktorisierung sei am Beispiel der Stichprobenverteilung einer Beobachtung = €
X = IR gemifl N(0,0?), mit 0 € IRT, veranschaulicht:

o) = flalo?) = w2}
_ \/12_Wexp{—$x2—ln(a)}

_ \/127 exp {w, () + %m(—w)}
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3 Das Stichproben-Modell von Quaeghebeur und de Cooman

Hier gilt also

1 ) 1

1
b=-ss,  T@=d,  al@=—=, b(¥)=—5m(-20),

so dass U =R~ und 7 = R{.

Eine vorteilhafte Eigenschaft der in dieser Art definierten Exponentialfamilien ist, dass
der Erwartungswert der suffizienten Statistik gegeben 1 der Ableitung (bzw. im Falle
eines mehrdimensionalen 1) dem Gradienten) von b(¢) nach v entspricht:

E[r(X) |V =y] = Vb(¢)

Diese Eigenschaft wird sich spéter bei der Interpretation der Paramter der konjugierten
Verteilung als hilfreich erweisen.

Im Beispiel gilt
1 2
—— = 3.2

der Erwartungswert von 7(x) gegeben v erweist sich also hier gerade als der gesuchte
Parameter der Stichprobenverteilung.

E[X?| ¥ =] = Vb(y)) =

3.2 Bayes-Lernen in Exponentialfamilien

Wird eine Exponentialfamilien-Dichte gem#f (3.1) als Likelihood interpretiert, in der
Notation

L,:¥V — R*
v — fz]¥),

dann kann die Dichte der zugehorigen konjugierten Verteilung, die eine besonders einfa-
che bayesianische Analyse moglich macht (siehe Kapitel 2.3), folgendermafien angegeben
werden:

fe@|n,y) = c(n,y) exp {n [, y) —b(¥)] } (3.3)

Es handelt sich um eine Dichte iiber den (potentiell mehrdimensionalen) Raum ¥ der
natiirlichen Parameter der Dichte (3.1). In dieser konjugierten Verteilung gibt es zwei
Parameter: n € R' kann als eine Art ,Zéhlwert’ angesehen werden. Er kann a posteriori
die Anzahl der vorhandenen Datenpunkte darstellen, die in die Likelihood eingegangen
sind, aber auch sogenannte ,pseudocounts’ enthalten; diese konnen die Stéirke der
Priori-Informationen symbolisieren. Eine Veranschaulichung dieser Interpretation kann
in Kapitel 3.3 gefunden werden. Letztendlich entspricht n dem Parameter s aus dem
IDM. Der zweite Parameter, y, nimmt die Rolle von 7(x) in (3.1) ein; folgerichtig
interpretieren ihn Quaeghebeur und de Cooman als eine Art durchschnittliche suffiziente
Statistik. y muss also in einem &hnlichen Raum wie 7(x) variieren; ) wird daher als die
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3 Das Stichproben-Modell von Quaeghebeur und de Cooman

konvexe Hiille von 7", co(7) definiert, jedoch ohne deren Rand. c(n,y) ist ein Faktor
zur Normierung der Dichte, dhnlich wie a(z). Er kann iiber Vergleiche des Exponenten
mit Kernen bekannter Verteilungen ermittelt werden, wobei es dazu notig sein kann,
¥ zu transformieren. b(¢)) wird direkt aus der Dichte der Stichprobenverteilung (3.1)
iibernommen.

Eine konjugierte Priori-Verteilung (3.3) kann durch die (eindimensionale) Beobachtung
geméf des Satzes von Bayes fiir Dichten (in Verallgemeinerung des Vorgehens in Kapitel
2.2) in einfacher Weise aufdatiert werden. Die resultierende Posteriori-Verteilung gehort
wieder zur gleichen Verteilungsfamilie wie die Priori und ergibt sich dabei einfach durch
die lineare Aufdatierung der Parameter n und y:

f0(¢|n7y7x) = f0(¢|n7y) ’ Lx(¢)

= c(n,y)exp {n[(¥,y) —b¥)] } -a(zx)exp { (¥, 7(x)) — b(¥)}

X exp {(n +1) sz w> - b(M } (3.4)

n-+1

Um von einer Priori-Verteilung in der Form (3.3) zur zugehorigen Posteriori-Verteilung
zu gelangen , miissen also nur die Parameter n und y folgendermaflen aufdatiert werden:

Ly + 7(x)

n—n+1
n—+1

Im Beispiel kann die konjugierte Verteilung ermittelt werden, indem in einem ersten
Schritt 1 zu A, der sogenannten Prézision, transformiert wird:

1
)\:;

= -2

Dann gilt fiir die konjugierte Verteilung, statt als Dichte iiber ¢ als Dichte iiber A notiert:
1
1 A 1
= 5e(ny)exp {n {—gy +3 IH(A)] }

1 n
= §c(n, Y)A2 exp {—%/\}

Dieser Ausdruck ist proportional zu der Dichte einer Gamma-Verteilung iiber A\ mit den
Parametern a = 22 und § = . Damit kann c(n,y) iiber den Normierungsfaktor der

Gamma-Verteilung berechnet werden:

im0 (3
() =255 =T ()
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Y, der Raum des Parameters y, entspricht in diesem Beispiel IR*, der konvexen Hiille
von 7, co(7T) = IRy, jedoch ohne den Rand.

Eine weitere vorteilhafte Eigenschaft eines so definierten Modells ist die folgende: Bildet
man den Erwartungswert beziiglich fo von Vb(v)) gegeben die Parameter n und y, so
ist das Ergebnis y:

Ec[Vb(®)n,y] =y (3.5)

Zusammen mit der Gleichung (3.2) macht dies eine Interpretation von y moglich. Im
Beispiel ergab sich 02 = Vb(¢), daher ist y der Erwartungswert von o gegeben n und
y, jedoch fiir beliebige Werte von n. Also kann y hier als Erwartungswert des gesuchten
Parameters o2 interpretiert werden.

Quaeghebeur und de Cooman geben auch eine ,,zugehdrige pradiktive Verteilung® an,
die zur pradiktiven Inferenz, also z.B. zur Vorhersage zukiinftiger Beobachtungen, heran-
gezogen werden kann. Sie erhélt man, indem ¢ aus der Posteriori-Verteilung ,herausin-
tegriert’ wird, und kann hier durch geschickte Ausnutzung der Normierungsfaktoren der
bekannten Dichten berechnet werden:

fp(a:|n,y) = /fC(W“aZ/?fC)d?/’

:/fc 6|, y) Lo(®) dy

c(n,y) - a(x)
(n 41, ny+r(x>>

1
Mit Ep wird dann der beziiglich dieser Dichte gebildete Erwartungswert bezeichnet.
Bei der Beobachtung einer i.i.d-Stichprobe der Grofie m, also von zq, ..., x,, statt nur

einer eindimensionalen Stichprobe z, miissen nur die folgenden Anderungen gemacht
werden:

a(x) — a(ml, s ,xm) = Ha(fﬁj)
b(y) — m-b(y)

Eventuell muss noch a(xi,...,x,) mit einem Faktor multipliziert werden, um be-
schranktes Wissen iiber die Reihenfolge der Beobachtungen mit einzubeziehen. Der Auf-
datierungsschritt fiir die Parameter n und y éndert sich dann zu

ny + Zgn:1 7(z5)

. 3.6
n—n+m Yy — - (3.6)
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Mit diesen Angaben ist die Vorbereitung fiir die Implementierung eines Intervall-
wahrscheinlichkeitsmodells fiir Exponentialfamilien abgeschlossen; Quaeghebeur und
de Cooman geben zusétzlich noch eine Tabelle mit den dazu nétigen Angaben fiir
die gebréauchlichsten Stichprobenfamilien an. Sie enthélt die Angabe der zugehorigen
konjugierten Verteilung, den Stichprobenraum X', den natiirlichen Parameter v, 7(x)
und die Funktionen a(z), b(¢)) und c(n,y), dariiber hinaus aber auch den fiir die
Interpretation wichtigen Gradienten von b; auflerdem noch eine in manchen Féllen
notige Beschrankung von ), auf die im néchsten Abschnitt eingegangen werden wird.
Die Eintrége fiir Vb(1)) zeigen, dass nicht nur in dem hier angefiihrten Beispiel, sondern
auch fiir viele andere Stichprobenverteilungen gilt, dass y dem Erwartungswert des
gesuchten Parameters entspricht.

Anhand dieser Tabelle wird auch ersichtlich, dass das Modell von Quaeghebeur und de
Cooman tatédchlich eine Verallgemeinerung des IDM darstellt: Zur Multinomialverteilung
wird als konjugierte Verteilung die Dirchletverteilung angegeben; im Text wird dieser
Zusammenhang gesondert gewiirdigt.

3.3 Die ,Imprazisierung’

Die bisher beschriebenen Definitionen und Aussagen entsprechen einer klassischen
bayesianischen Modellierung mit konjugierter Verteilung mit der Besonderheit, dass die
Modellklassen so gewihlt sind, dass die Parameter n und y jeweils linear aufdatiert
werden. Diese Linearitét ist jedoch der Schliissel zur Generierung eines einfach zu hand-
habenden Intervallwahrscheinlichkeitsmodells: Werden a priori Unter- und Obergrenzen
fiir die Parameter festgelegt, konnen aufgrund der linearen Aufdatierung die a posteriori
Unter- und Obergrenzen direkt ermittelt werden, so dass sich das Minimierungs- und
Maximierungsproblem genau wie in Kapitel 2 auf die Menge der Priori-Parameter
zuriickfithren lasst, falls eine lineare Funktion von y oder y selbst die Zielgrofle ist.

Es handelt sich also um ein Intervallwahrscheinlichkeitsmodell, das iiber eine Menge von
Verteilungen erzeugt wird. Die Menge M der Verteilungen wird dabei genau wie im IDM
iiber eine Menge von Parametern definiert, die durch das Variieren der Parameter der
konjugierten Verteilung, also n und y, entsteht. Dabei gibt es mehrere Mdéglichkeiten:

e Bei einem Ansatz im Kontext von robusten Bayes-Methoden wird n - y um einen
bestimmten Wert von n -y, der als Ausgangspunkt gewéhlt wird, variiert (siehe
[Boratyriska 1997]).

e Quaeghebeur und de Cooman lassen stattdessen y in einer Menge ) variieren, die
durch die (im Falle eines mehrdimensionalen Parameters y elementweisen) Unter-
und Obergrenzen y und y definiert wird. n muss fest gewihlt werden.

e Zusitzlich zu y konnte n variiert werden, um auch ,prior-data conflict‘-Situationen
optimal modellieren zu kénnen; wie im IDM ist dies ndmlich nur mit einem variie-
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renden n moglich!. Quaeghebeur und de Cooman nennen diese Maglichkeit, jedoch
ohne Bezug zu ,prior-data conflict‘-Situationen, und betrachten diese Moglichkeit
eines variierenden n in ihrem Artikel nicht weiter. Das Modell wiirde dadurch deut-
lich komplexer werden, hauptséchlich deshalb, weil der Aufdatierungsschritt von
y dabei nichtlinear wird und sich daher Minimierungs- und Maximierungsproble-
me nicht direkt auf die Menge der Priori-Parameter zuriickfithren lassen (wie in
Kapitel 2.6 beschrieben).

Die resultierende Menge von Verteilungen heiffit ,credal set’ und ist bei Quaeghebeur
und de Cooman die Vereinigung aller Konvexkombinationen von Verteilungen, die
durch die Variation von y € ) entstehen; die generierende Menge der Parameter )
muss im mehrdimensionalen Fall jedoch selbst nicht konvex sein.

Da die Extrempunkte der ,credal sets’ durch die Menge der ,reinen‘, parametrischen
Verteilungen definiert werden, reicht es, sich auf die Menge dieser ,;reinen‘ Verteilungen
zu beschrinken, wenn bei der Analyse nur Extremwerte eine Rolle spielen. Extremwerte
sind dabei all die Werte, die durch eine Minimierung oder Maximierung iiber die
Menge der Verteilungen im ,credal set® erhalten werden, also z.B. der untere oder obere
Posteriori-Erwartungswert.

Wie beim IDM ist es notig, durch einen oberen Index ) die Menge der Priori-Parameter
Y© und deren Elemente y® zu kennzeichnen, ebenso die (elementweisen) Unter- und
Obergrenzen y@ und 7 von Y©. Der feste Anfangswert von n wird analog mit n(®
bezeichnet. Mit (3.6) kann dann die Menge der Parameter, die sich nach der Aufdatierung
auf der Basis von k£ Beobachtungen a posteriori ergibt, folgendermaflen notiert werden:

O CCVCED v R e
N n© 4+ k

y e y‘o)} cy (3.7)

Wenn die Aufdatierungsregel fiir y etwas umformuliert wird, ist ersichtlich, dass Y*)
einfach eine verschobene und skalierte Version der Menge V(©) ist:

ZT(%’)

Y®) kann also als konvexe Mischung von Y@ C Y und + > iy 7(2;) € co(T) angesehen
werden, jeweils mit einem Koeffizienten, der das entsprechende Gewicht wiederspiegelt:
Wiéhrend %Zgil 7(x;) mit einem Gewicht entsprechend der GroBe k der Stichprobe

eingeht, hat @ einen Einfluss geméf der ,Priori-Stirke* n(®.

n©®

n® 4k

k
n® 4k

| =

y(O) y(O) +

Hieran wird deutlich, was es mit dem von Quaeghebeur und de Cooman verwendeten
Begriff der ,pseudocounts’ auf sich hat: n(®) spielt fiir die Priori-Verteilung letztlich die

!Siehe dazu die Erlduterungen bei Gleichung (3.8).
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gleiche Rolle wie k fiir die Stichprobe. Man kann daher n(® als Stichprobenumfangs-
Aquivalent* (im Folgenden auch kiirzer Stichprobe-Aquivalent‘ genannt) des Vorwissens
ansehen und sich somit bei der konkreten Anwendung des Modells n(?) als die Grife ei-
ner imaginéren Stichprobe vorstellen, die zum Ergebnis V() gefiihrt hat. n(*) entspricht
dann der Grofle einer Stichprobe, zu deren Ergebnissen man ein dhnliches Vertrauen
hitte wie in das vorliegende Vorwissen, dass durch Y@ verkérpert wird. Bei der
Anwendung dieses Modells in Kapitel 4.4 wird auf diese Interpretation zuriickgegriffen
werden; natiirlich ist die bei Gleichung (2.11) erlduterte Interpretation als Anzahl
,verdeckter Beobachtungen ebenso moglich.

Posteriori-Inferenz basiert dann auf der mit (3.7) erhaltenen Menge von Parame-
tern. Diese bestimmt dann die Menge der aufdatierten konjugierten Verteilungen
fc(n(k),y(k)), die die Basis fiir parametrische Inferenz ist, und ebenso die Menge der
aufdatierten zugehorigen priadiktiven Verteilung fp(n*), y®), mit deren Hilfe priadiktive
Inferenzaussagen gemacht werden konnen.

Quaeghebeur und de Cooman geben fiir diese Zwecke geméfl der Methodik von Walley die
unteren und oberen a posteriori-Erwartungswerte an. Diese ergeben sich als Infimum und
Supremum der Erwartungswerte, die beziiglich der genannten Mengen von Verteilungen
gebildet werden:

]E c | = lnf E . s = sup E .
_C[ ] Y0 ey fo(n(k) y(k) [ ] C[ } D ey fo(n(k) y(k) [ }
E, - 1= inf E - Epl-1= sup E -
_P[ ] y<k§e)1<k> fP(n(k)’y(k))[ ] [ } y<ks)e£(k) fp(n(k)’y(k))[ ]

Mit den Gleichungen (3.2) und (3.5) konnen unterer und oberer Posteriori-
Erwartungswert von Vb(¢) also direkt als elementweises Infimum oder Supremum von
Y*) ermittelt werden; in unserem Beispiel gilt also

nOy©@ + 577 7(x5)
n© + k

Eclo?] = Q(k) =

und

(0)7(0) m )
Eclo?] =g = nTYT 2 T) .

Der Posteriori-Erwartungswert fiir o2 hingt hier also unmittelbar von der Wahl der
Unter- und Obergrenze des Priori-Erwartungswertes fiir o2 ab. Aufgrund der gleichen
analytischen Form wie im Falle des IDM (siehe Kapitel 2.6.1, Gleichung (2.13)) gelten
die gleichen Uberlegungen fiir das Verhalten des Modells:

e Je ungenauer das Vorwissen und somit je weiter auseinander Q(O) und 7@ liegen,
desto breiter wird das Posteriori-Erwartungswertintervall fiir Vb(1)), desto unge-
nauer wird also das Ergebnis des Inferenzprozesses.
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e Je weniger Vertrauen in das Vorwissen gesetzt wird und somit je kleiner die Wahl
von n(%); desto breiter wird das Posteriori-Erwartungswertintervall fiir Vb(1)).

e Da n© (so wie im IDM s©) fest gewiihlt werden muss, ist das Verhalten des
Modells im Falle eines ,prior-data conflict’ nicht optimal, da sich dann das Erwar-
tungswertintervall zwar in die richtige Richtung ,bewegt‘, aber eben nicht breiter
werden kann, weil die Breite des Intervalls unabhéngig von 7(x) ist:

— ©0) (0 — ¢,(0)
Ec{Vb(0)] — E[Tb()] =% -y = " — N

Hieran wird jedoch die anfangs erwéhnte Interpretation von n(® deutlich: fiir n(® =
k halbiert sich durch den Aufdatierungsprozess die Spanne des Erwartungswerts
fiir Vb(v)).

Wie genau sich die Moglichkeit der Variation von n(®) auf den Inferenzprozess und
die Berechenbarkeit von Inferenzaussagen auswirken wiirde, muss der Gegenstand
zukiinftiger Untersuchungen bleiben; einen Anhaltspunkt bietet aber die schon in
Kapitel 2.6.1 erwdhnte Erweiterung von Walley im Falle des IDM mit zwei Kategorien
(siche [Walley 1991, Kap. 5.4]).

Die Wahl von Y© soll das Vorwissen iiber die Parameter wiederspiegeln. Wenn sehr
wenig oder gar kein substantielles Wissen iiber die Parameter vorhanden ist, muss
V@ moglichst grof gewihlt werden, idealerweise als Menge aller maglichen Parameter,
also Y@ = Y. In den meisten Fillen wiirde aber eine solche Wahl zur Folge haben,
dass Y im Zuge der Aufdatierung unverindert bleibt, egal wie grof die Anzahl der
eingegangenen Beobachtungen ist. Dieses unerwiinschte Verhalten ist ein Teilaspekt
eines Phénomens, das in der Literatur dilation‘ genannt wird. (Siehe beispielsweise
[Seidenfeld und Wasserman 1993]; dilation‘ umfasst auch den Fall, dass durch eine
Beobachtung nicht nur nichts dazugelernt werden kann, sondern die Aufdatierung mit
jeder beliebigen Beobachtung zu aussagelosen Wahrscheinlichkeitsintervallen fiihrt.)

Um auszuschlieBen, dass @ auch nach der Aufdatierung aussagelos bleibt, muss daher
YO durch die Wahl von endlichen Unter- und Obergrenzen beschrinkt werden. Im
Spezialfall des IDM ist dies jedoch nicht nétig, da Y selbst schon beschrinkt ist und
somit mit )@ gleichgesetzt werden kann. (Siehe dazu Gleichung (2.7) und Abbildung
2.2; Y entspricht 7))

Im Beispiel der zentrierten Normalverteilung ist unmittelbar ersichtlich, dass 7
endlich sein muss, damit die Obergrenze fiir den Posteriori-Erwartungswert endlich
wird. (Die Untergrenze ist schon prinzipiell durch die Form des Raums Y = IR*
festgelegt.)

Abbildung 1 in [Quaeghebeur und de Cooman 2005] zeigt fiir die Normalvertei-
lung mit unbekannten Parametern p und o? beispielhaft, welche Auswirkungen der
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Aufdatierungsschritt bei Verteilungen mit mehr als einem Parameter hat. Aus der
Darstellung wird deutlich, dass Y@ auch nicht konvex sein kann; Quaeghebeur und
de Cooman schlagen vor, die Beschrinkungen fiir die einzelnen Dimensionen von Y(©
miteinander zu verkniipfen. Bei der Anwendung des Modells auf die lineare Regressi-
on wird in Kapitel 4.2.4 der Vorschlag fiir die multivariate Normalverteilung aufgegriffen.

Die Bedingung, dass der Parameterraum beschriankt sein muss, scheint es zu erschweren,
das Modell von Quaeghebeur und de Cooman zur Beschreibung von a priori Nichtwissen
heranzuziehen. Die Autoren fithren jedoch an, dass eine solche Einschrinkung moglich
sein miisse, wenn es schon moglich war, die Verteilungsfamilie auszuwihlen. Vermutlich
sind generell Situationen, in denen {iberhaupt keine Informationen iiber die ungefihre
Groflenordnung eines Parameters vorhanden sind, relativ selten.

In der Anwendung auf die lineare Regression, die das Thema dieser Arbeit ist, gibt es
fiir den Regressionsparameter [ jedoch gewissermafien einen ,natiirlichen Nullpunkt®,
und im Falle von standardisierten Regressionsvariablen diirfte es sicher nicht schwierig
sein, die Grenzen der Betrdge von (3, die a priori verniinftigerweise erwartbar sind,
festzulegen. Die Grenzen fiir die Varianz-Kovarianzmatrix fiir § sind hingegen deutlich
schwieriger zu wahlen. Im Rahmen der konkreten Implementierung des Modells werden
in Kapitel 4.4 jedoch verschiedene Auswahlstrategien vorgestellt und ihre Ergebnisse
kurz diskutiert.
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4 Bayes-Regression unter komplexer
Unsicherheit

4.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel soll nun das Modell von Quaegehebeur und de Cooman auf die
Problemstellung der Schétzung der Parameter einer linearen Regression angewendet
werden. Statt wie in der klassisch bayesanischen Methodik eine einzige Priori-Verteilung
aufzudatieren, soll hier also nun eine Menge von Priori-Verteilungen bayesianisch
aufdatiert werden, um nicht die unrealistischen und iiberprazisen Annahmen iiber das
Vorwissen treffen zu miissen, die fiir eine Modellierung gemafl der klassisch bayesani-
schen Methodik nétig sind. Das resultierende Modell ermoglicht es, die Methode der
Bayes-Regression auf Situationen mit komplexer Unsicherheit anwendbar zu machen:
Es bietet differenzierte Moglichkeiten, a priori vorhandenes Wissen iiber die Regressi-
onsparameter in den Inferenzprozess einzubinden; es kann aber auch, bei entsprechender
Wahl der Parametermenge YO fiir eine deutlich realistischere Modellierung von a
priori Nichtwissen sorgen, als es die standardméfiig verwendeten nichtinformativen
Priori-Verteilungen erlauben.

4.1.1 Zur Wahl des Intervallwahrscheinlichkeitsmodells

Die Erzeugung der Menge von Priori-Verteilungen erfolgt hier parametrisch mittels der
konjugierten Verteilung. Dass es auch andere Moglichkeiten zur Erzeugung von Mengen
von Verteilungen gibt, wurde schon in Kapitel 1.7 erwahnt; die Griinde fiir die Wahl
einer Modellierung nach [Quaeghebeur und de Cooman 2005] anstatt eines der dort
diskutierten Modelle sollen im Folgenden kurz erlautert werden.

Das hier verwendete parametrische Modell hat gegeniiber denjenigen mit oberen und un-
teren Dichtegrenzen zwar den Nachteil, dass die Verteilungsfamilie der Priori-Verteilung
fest gewdhlt werden muss; dass dies allein aus technischen Griinden geschieht, ist
von einem allgemeinen Standpunkt aus schwer rechtfertigbar, ein solches Vorgehen
ist aber in der bayesianischen Methodik durchaus véllig iiblich und akzeptiert; es ist
schwerlich vorstellbar, dass nichtinformative Priori-Verteilungen eine solche Verbreitung
gefunden hétten, wenn sie die Berechenbarkeit der Posteriori-Verteilung in hohem Mafe
erschwert hétten. Andererseits spricht auch gerade die Berechenbarkeit fiir das hier
verwendete Modell; wie in Kapitel 3.2 gezeigt wurde, kénnen die natiirlichen Parameter
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

der Priori-Verteilungen linear aufdatiert werden. Diese exakte’ Aufdatierung nach
dem Satz von Bayes sorgt auch fiir recht exakte a posteriori Aussagen, die bei einer
Verwendung der in der Literatur zur Modellierung komplexer Unsicherheit diskutierten
alternativen Schlussregeln wie z.B. die ,generalized Bayes” rule’ [Walley 1991] nicht
moglich waren.

Bei den Modellen mit oberen und unteren Dichtegrenzen, die in [Coolen 1993] und
[Pericchi und Walley 1991] vorgestellt werden, werden hingegen alle Verteilungen, deren
Dichten zwischen den festgelegten Grenzen liegen, beriicksichtigt. Sie bieten daher eine
sehr allgemeine und umfassende Modellierung. Problematisch ist dabei jedoch, dass da-
her auch ,exotische' und sich ex post als unsinnig erweisende Verteilungen in der Menge
enthalten sein kénnen, und daher nur schwache Posteriori-Aussagen moglich sein kénnen.

Speziell fiir das Modell von Coolen gilt, wie schon in Kapitel 1.7 angemerkt, dass
es trotzdem keine Moglichkeit bietet, ,prior-data conflict'-Situationen angemessen zu
modellieren. In dem im vorigen Kapitel vorgestellten und in dieser Arbeit angewendeten
Modell ist das ebenfalls noch nicht moglich; in Kapitel 3.3 wurde jedoch schon darauf
hingewiesen, auf welche Art das Modell erweitert werden kann, um ein sinnvolles
Verhalten in einem solchen Fall zu gewihrleisten. In der Untersuchung von Pericchi und
Walley wird hingegen nach dem Anwendungszweck unterschieden und fiir die beiden
Situationen (a priori Nichtwissen bzw. Vorwissen, dass zu einem ,prior data conflict’
fithren konnte) verschiedene ;maflgeschneiderte’ Modelle verglichen; die Modelle fiir
a priori Nichtwissen sind dann fiir Situationen mit Vorwissen untauglich und umgekehrt.

Der grundsétzlichste Unterschied zwischen dem hier angewendeten Modell von Quaeghe-
beur und de Cooman und den in [Coolen 1993] und [Pericchi und Walley 1991] vorge-
stellten Modellen ist jedoch, dass ersteres auch Mengen von Verteilungen iiber mehr als
einen Parameter beschreibbar macht; die anderen aufgefiihrten sind nur Modelle fiir den
Fall von Dichten iiber einen eindimensionalen Parameter, die von Perrichi und Walley
sogar nur fiir den Spezialfall eines Lageparameters.

4.1.2 Regression

Regression ist das zentrale Konzept fiir asymmetrische Fragestellungen in der statisti-
schen Methodik. Es handelt sich um ein umfassendes Konzept, mit dem der Einfluss einer
oder mehrerer erklarender Variablen auf eine oder mehrere Zielvariablen modelliert wer-
den soll. Die erkldrenden Variablen heiflen Regressoren und kénnen spaltenweise in einer
sogenannten Designmatrix X zusammengefasst werden. Bei dem einfachsten Fall, der
linearen Regression, wird der Vektor z der unabhéngigen Realisationen einer metrischen
Zielvariable Z mit ebenfalls metrischen Regressoren iiber folgende Regressionsgleichung
in Verbindung gesetzt:
z=XB+¢
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Dabei soll die Anzahl der Beobachtungen mit k, die Anzahl der erkldrenden Varia-
blen mit p bezeichnet werden. z ist also ein Vektor der Lénge k, X eine Matrix mit
k Zeilen und p Spalten. Der Einfluss der p Regressoren auf die Zielvariable wird iiber
die Schétzungen von p Parametern quantifiziert, die in einem Vektor 3 zusammenge-
fasst werden. Wenn das Ziel der Regression ist, den Einfluss der Regressoren auf die
Zielvariable einzuschétzen, ist die GroBenordnung dieser Parameter 5 von Interesse; die
geschitzten Parameter konnen aber auch dazu genutzt werden, fiir bestimmte Werte der
Regressoren eine Vorhersage fiir die Zielvariable Z zu erstellen. Mittels des vektoriellen
Fehlerterms ¢ wird beriicksichtigt, dass sich die beobachteten Werte z normalerweise
nicht in einen perfekt linearen Zusammenhang mit X bringen lassen. Uber die Vertei-
lung von € miissen im einfachsten Fall folgende Annahmen getroffen werden:

Ele] =0, der Erwartungswert von ¢ ist Null, und
V(g;) =0*, i=1...,k die Varianz jedes Elements des Fehlerterms betrigt o2,
wobei die einzelnen Elemente unkorreliert sind, so dass
V(e) = 0’1 gilt.

Wird zusétzlich angenommen, dass die Verteilung von & einer Normalverteilung
entspricht, sind Aussagen iiber die Verteilung der geschitzten Werte von (# moglich,
die fiir die Erstellung von Intervallschdtzungen und Tests verwendbar sind. In diesem
Fall gilt, da die Designmatrix X als nichtstochastisch angesehen wird, dass auch Z
normalverteilt ist.

Die lineare Regression ist der Ausgangspunkt fiir vielfiltige Erweiterungen, z.B. zur
Beriicksichtigung kategorialer Daten; die erhaltenen Parameter kénnen dann etwa zur
Klassifikation von Untersuchungseinheiten genutzt werden. Ebenso gibt es Erweiterun-
gen fiir Beobachtungen von Z mit komplexer Abhéangigkeitsstruktur, etwa im Falle
von Zeitreihen oder wiederholter Messungen. Die generalisierten linearen Modelle sind
eine Modellklasse, bei der zwischen Pradiktor und Zielvariable eine Funktion geschaltet
wird, um eine Vielzahl an Verteilungen fiir Z zu erméglichen; sie erlauben daher auch
die Behandlung diskreter Zielvariablen.

Fiir die Schiatzung der gesuchten Parameter  gibt es verschiedene Methoden. Nach der
klassische Methode der kleinsten Quadrate werden die Parameter so gewéhlt, dass die
Summe der quadrierten Differenzen zwischen den beobachteten Werten von Z und den
durch den linearen Prédiktor X3 geschétzten Werten minimal wird. (Kurzbezeichnung:
KQ-Schétzung.) Im Falle der linearen Regression mit normalverteiltem Fehlerterm fallt
das Ergebnis dieser Methode mit dem einer Likelihood-Schétzung zusammen, bei der
der maximale Wert der Likelihood von 3 bei der Beobachtung von z den Schétzwert
ergibt. Alternative Schiatzmethoden wie Ridge oder Elastic Net wurden fiir Situationen
entwickelt, in denen die Vorhersage das wesentliche Ziel ist oder eine Schitzung nach
der Methode der kleinsten Quadrate nicht handhabbar ist.
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Die Schitzmethode, die in dieser Arbeit verallgemeinert werden soll, ist die baye-
sianische Schéitzung. Analog zu dem schon in den Kapiteln 2 und 3 beschriebenen
Vorgehen wird dabei eventuell vorhandenes Vorwissen in eine Priori-Verteilung iiber
den zu schitzenden Parameter [ {ibersetzt. Die zur Aufdatierung dieser Verteilung
herangezogene Likelihood basiert hier auf den gemeinsamen Beobachtungen X und z;
wieder stellt die Posteriori-Verteilung die Basis fiir alle Schliisse aus den Daten dar.
Als Punktschéitzung fiir den Regressionsparameter ( kann beispielsweise der Modus
oder der Erwartungswert der Posteriori-Verteilung iiber 3 herangezogen werden. Wird
die Priori-Verteilung iiber ( als konstant auf IR angenommen und der Modus der
Posteriori-Verteilung fiir die Ermittlung der Punktschitzung verwendet, gilt, da die
Posteriori-Verteilung proportional zur Likelihood ist, dass die bayesianische Schéatzung
der Likelihood-Schéitzung und damit auch der KQ-Schéatzung entspricht. Im Folgenden
soll daher, wenn Ergebnisse des hier untersuchten Modells mit denen der KQ-Schétzung
verglichen werden, implizit auch der Vergleich mit der Likelihood-Schéatzung und einer
klassischen bayesianischen Schétzung unter den erwdhnten Bedingungen gemeint sein.

Auch fiir die Fragestellung der linearen Regression gibt es eine konjugierte Verteilungs-
familie, die die bayesianische Analyse wesentlich vereinfacht. Da normalerweise die
Annahme gemacht wird, dass € normalverteilt ist, ist die Likelihood von z gegeben X,
B3 und o? ebenfalls normalverteilt. Die konjugierte Verteilung zu dieser Likelihood ist
dann wiederum eine Normalverteilung. Dieses Modell, das hier als Normal-Modell (fiir
die lineare Regression) bezeichnet werden soll, wird in Kapitel 4.2 zuerst in Abschnitt
4.2.1 beschrieben und in den darauf folgenden Abschnitten verallgemeinert, indem nicht
nur eine Normalverteilung iiber 3, sondern eine Menge von Normalverteilungen iiber (3
aufdatiert wird.

Um die Situation moglichst umfassend zu modellieren, wird idealerweise jedoch nicht nur
eine Priori iiber 3, sondern auch eine Priori {iber o2 definiert. 02, die Varianz der Fehler-
terme, fiir als nicht-stochastisch angesehenes X auch die Varianz von Z, ist im Allgemei-
nen unbekannt, hat aber weitreichenden Einfluss auf die Genauigkeit der Schitzung von
(. Die beiden Priori-Verteilungen lassen sich dann als eine gemeinsame Priori-Verteilung
iiber 8 und o2 auffassen; die konjugierte Verteilung in diesem Fall ist dann die Normal-
InversGamma-Verteilung (abgekiirzt: NIG-Verteilung). Die Beschreibung dieses Modells
ist im Anhang in Kapitel A.1 zu finden; leider ist die Verallgemeinerung analog zur
Vorgehensweise beim Normal-Modell nicht méglich. Die Erklarung dafiir kann in Ab-
schnitt A.1.3 gefunden werden, Hinweise auf die sich ergebenden Probleme werden aber
schon bei der Verallgemeinerung des Normal-Modells in Abschnitt 4.2.3 gegeben. Das
Normal-Modell und das NIG-Modell werden in Kapitel 4.2.1 bzw A.1.1 im Detail vorge-
stellt und deren Konjugiertheits-Eigenschaft gezeigt, da in manchen Lehrbiichern (z.B.
[Box und Tiao 1973]) ausschliefllich Ansétze mit nicht-informativen Priori-Verteilungen
behandelt werden.
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4.1.3 Vorgehen

Das Konzept der Verallgemeinerung des Normal-Modells fiir die lineare Regression, die
das Ziel dieser Arbeit darstellt, ist folgendes: Die konjugierte Verteilung des Normal-
Modells soll direkt mit der konjugierten Verteilung des Modells von Quaeghebeur und
de Cooman in Verbindung gebracht werden, so dass jedes Element einer Menge von mul-
tivariaten Normalverteilungen in Anwendung von [Quaeghebeur und de Cooman 2005]
bayesianisch aufdatiert werden kann und sich so eine Menge von a posteriori Nor-
malverteilungen ergibt. Die damit erzeugten ,credal sets‘, die Mengen der mit diesem
Modell vereinbaren klassischen Wahrscheinlichkeitszuordnungen, bestehen dann aus
allen Konvexkombinationen aller a posteriori Normalverteilungen.

In Kapitel 4.2.1 wird das Normal-Modell vorgestellt, in Kapitel 4.2.2 wird gezeigt, dass
die Normalverteilung einer Exponentialfamilie geméafl der von Quaeghebeur und de Coo-
man verwendeten Systematik entspricht; die resultierende Form der Bestandteile der
Dichte geméaf (3.1) wird angegeben. Danach wird in Abschnitt 4.2.3 gezeigt, wie diese
Form angepasst werden muss, um einer konjugierten Verteilung aus dem Modell von
Quaeghebeur und de Cooman (siehe Gleichung (3.3)) zu entsprechen. Dann wird in Ka-
pitel 4.2.4 erldutert, wie sich die Strategie, den Parameter y der konjugierten Verteilung
zu variieren, auf das hier untersuchte Modell auswirkt und auf die sich ergebenden Pro-
bleme bei einer konkreten Implementierung eingegangen. Kapitel 4.3 zeigt dann, wie ein
Modell im Falle von zwei Regressoren erstellt werden kann, wéahrend in Kapitel 4.4 die
Anwendung eines solchen Modells an drei simulierten Datensétzen gezeigt wird und so
dessen Aussagekraft einschétzbar gemacht werden soll. In Abschnitt 4.5 erfolgt schlie-
lich die Anwendung dieses Modells auf einen realen Datensatz.

4.2 Das Normal-Modell fiir die lineare Regression

Die Darstellung des Normal-Modells in diesem Kapitel ist so gewihlt, dass die Erweite-
rung auf das NIG-Modell in Kapitel A.1 nur ein vergleichsweise kleiner Schritt ist. Aus
diesem Grund wird o2, das eigentlich als bekannt und nichtstochastisch vorausgesetzt
wird, in der Notation wie eine Zufallsgrofle behandelt und erscheint deswegen z.B. bei
der Beschreibung der Priori-Dichte von ( in der Bedingung.

4.2.1 Das Modell

Annahmen des Regressionsmodells

Fiir die multiple Regression sei die Regressionsgleichung folgendermaflen notiert:
2=XB+¢e, XeR"? pecRF, ze¢R", ccR*

Von Z und von jeder Variablen in X gibt es k£ Beobachtungen, die wie in klassisch
bayesianischen Modellierungen alle als prézise und nicht fehlerbehaftet angesehen
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werden. Die Anzahl der erkldarenden Variablen und somit die Dimension von 3 ist p.

Der Fehlerterm ¢ ist ein Zufallsvektor der Dimension k; jedes Element mit dem Index
i =1,...,k soll normalverteilt mit Erwartungswert 0 und mit der bekannten Varianz o
verteilt sein; die einzelnen Fehlerterme sind unabhéngig.

e XIN(0,0%) = &~ N0,0%1)) (02 bekannt)
Aus diesen Annahmen folgt, dass die Likelihood ebenfalls multivariat normalverteilt ist:

21X, 8,0% ~ Niy(XB,0°I)

Priori-Verteilung

Als Priori-Verteilung fiir 8 wird eine zur obigen Likelihood konjugierte Verteilung heran-
gezogen. Nach [O’Hagan 1994, S. 244ff] kann es sich dabei um eine multivariate Normal-
verteilung der Dimension p handeln. Die Werte deren Parameter 3 und 2 kénnen
dann aus dem Vorwissen bestimmt werden. Der obere Index (9) soll, analog zur Notation
in den vorigen Kapiteln, die Parameter der Priori-Verteilung auszeichnen.

Blo* ~ N, (89,6?E®)  mit O € R, O € RP** positiv definit

d.h.

1 | .
pe = SO0 {_F (350 =07 (5 B(O))} 41

Posteriori-Verteilung

Die Posteriori-Verteilung kann nun geméafl des Satzes von Bayes berechnet werden:
2
i - )
p(X, 2| B,0%) - p(B|o?)
p(X,z]0?)
< p(2]X,8,0%)p(B|0?)
Die Konjugiertheitseigenschaft und der Aufdatierungsschritt fiir die Parameter 3(*) und

3O sollen im Folgenden gezeigt werden. Mit obiger Likelihood und Priori-Verteilung
gilt

1 1
P17 X2 o e { =g X7 (- X))
1 1 T -1
o eXp{_@ (8- 39) O (6—5(0’)}
1

_ ! { ~ oo (e = X6 (=~ Xp)

+ (=50 =0 (5 59) ]},
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Betrachtet man nun den Term in den eckigen Klammern im Exponenten isoliert, so
ergibt sich:

] = XA - X0+ (8- 09) 2O (8- 89)

= 2z - 2(XB) - (XB)'= + (XB)' (XP)
+ 073 _ Fno 50 _ 50507 g L g0 5307 50)

— T4 50 @750
_ g (XTz+2<°>‘15<0>)

v “ .
CB
T 0)~! U
( X + o7 ) 3
. — S~
BlCc A
+ 7 (XTX+ 2<0>’1> 3
——N ~ ——
AT C A

Quadratische Erginzung mit dem fehlenden Term B'C'B, also Ergéinzung mit
- (zTX + ﬁm)Tz(O)’l) <XTX + z<0>’1> B (XTz + 2<0>’15<0>)
+ (JX + ﬁ(°>Tz<0>‘1> (XTX + 2“’)‘1) B (XTZ + 2“”‘16“”)

liefert
[. . ] — T4 30 50730
- (zTX + ﬁ“))TE(O)’l) (XTX + 2@)’1) B (XTzz“))flﬁ(O’)

o T
XTX + 207 1) 1 <XTz + E(O)flﬁ(0)> ]

oo
-

—.50)
::g_ ’
{@— (XTX+E<0>’1)_ <XTz—|—E() ﬁ@))]
. ::%?1) ~
— T+ pOTsO7 g0 g(l)sz—lg (8- 8D) (86— BW)
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Also ist
p(Blo* X, z)

-1

1 T T -1
.exp{ -5 [ZTZ + O 5O g0 _ gaT 5~ g0

+(a- ) =0 (5 - )]}
x eXp{ 212 (8- pY ) D~ (ﬁ—ﬂ(l))} .

Der Exponent entspricht dem Kern einer Normalverteilung iiber § mit Erwartungswert
A1) und Varianz-Kovarianzmatrix 0?2 so dass gilt:

p(Blo* X, 2) ~ N, (80,0°E0)

Die aufdatierten Parameter sind folgendermafien erhéltlich:

O = (XTX + 2<0>‘1> ) (XTZ + 2<0>‘1ﬁ<0>) (4.2)
- (XTX >0k 1) (XTXB + 2(0)_1ﬂ(0)>
= T-A)PO+AF mit A= (XX 2<0>‘1)_1 XX

0 = (XTX+ »O~ 1) (4.3)

Mit der Wahl einer Normalverteilung als Priori fiir § lassen sich also iiber die
Aufdatierungsschritte (4.2) und (4.3) die Posteriori-Parameter der Verteilung des
Regressionsparameters 3 einfach berechnen.

Aus der Form von (4.2), die in Bezug auf 3 umgeformt wurde, ist erkenntlich, dass
der Posteriori-Erwartungswert fiir 3 als ein gewichtetes Mittel von () und der KQ-
Schétzung B angesehen werden kann. Dle Gewichte setzen sich aus der fir B0 angenom-
menen Varianz-Kovarianzstruktur () und der zu ﬁ gehorenden ,empirischen’ Varianz-
Kovarianzstruktur (X'X)~! zusammen. Setzt man 3 = 3, wird also die KQ-Schitzung
des Regressionsparameters als Erwartungswert der konjugierten Priori-Verteilung einge-
setzt, so erhélt man als Posteriori-Mittelwert wieder B, jedoch mit einer verminderten
Varianz.

4.2.2 Die Normalverteilung als Exponentialfamilie

In dem in dieser Arbeit behandelten Ansatz soll {iberpriift werden, ob sich die konjugier-
te Verteilung des Normal-Modells direkt als eine konjugierte Verteilung des Modells von
Quaeghebeur und de Cooman verstehen ldsst. Aus diesem Grund wird im Folgenden
die Dichte der konjugierten Verteilung aus dem Normal-Modell schrittweise an die
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Form (3.3) angepasst. Eine Alternative zu diesem Vorgehen wire, sich eine konjugierte
Verteilung aus der Likelihood des Normal-Modells in der Weise zu konstruieren, wie
das in [Quaeghebeur und de Cooman 2005] geschieht. Diese Moglichkeit soll in dieser
Arbeit jedoch nicht untersucht werden.

Zur Anwendung des Modells von Quaeghebeur und de Cooman ist es in einem ersten
Schritt notig, die konjugierte Verteilung in die Form einer Exponentialfamilie gemé&fl
[Quaeghebeur und de Cooman 2005] zu bringen, um die Form deren Bestandteile 1) und
b(¢)) zu erkennen zu kénnen. Diese erscheinen dann unverdndert in der konjugierten
Verteilung. Aus dem in diesem Schritt ermitteltem 7(-) kann dann in einem néchsten
Schritt ebenfalls die Form von y© gefolgert werden.

Sei also 3| o2 normalverteilt mit den Parametern 5 € IR?, X ¢ IRP*P symmetrisch

positiv definit. Soll £ voll parametrisiert werden, sind dazu Z@ eindimensionale

Parameter notig. Die Anzahl der Parameter bei einer vollen Parametrisierung betragt

dann p + 7@ = @ =: ¢. Gilt also

Blo® ~ Ny(B, 0?5,
dann hat die Dichte folgende geméif (4.1) die folgende Form:

1
2Oz (2m)5 (0?)

1 T -1
2 0 0 0
p(B10?) = pop —5r3 (- 89) 207 (55
Diese Dichte soll nun auf die Form einer Exponentialfamilie gem&fl der Notation von
Quaeghebeur und de Cooman gebracht werden. Die fiir diesen Zweck konkretisierte
Form von (3.1) lautet:

p(e) =a (89, 50) -exp { (v, 7 (3, 59) ) — b(y) }

Hier handelt es sich um eine Dichte iiber den Parameter v, welcher sich als Funktion
von (3 ergeben muss. ¢ soll hier schon wie in der konjugierten Verteilung als der
natiirlicher Parameter angesehen werden. Aus diesem Grund spielen ) und £© in
diesem Schritt die Rolle der ,Beobachtung’.
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Umformung;
e |z<o>|é<217r>5<02>5 0 { g (19T 20 (39
- T
exp { o [FEOT - RO 0 _ gOT50 s 4 g0l 50 50) }
- ]2(0>|é(2;)§(02)§ P (_T;ﬂ(O)TE(O)_lﬁ(O))

J/

1 T -1
5(0) »(0) 5}

L is0-154 1 gs0150
'exp{‘TﬁE B+ 5ad 20780+ 7

.
Da FFE© ™40 und FOT SO 3 Skalare sind und (5T 5<0>) — FOTSO7 3 gt

konnen diese beiden Terme zusammengefasst werden.

Zur Vereinfachung der Notation sei im Folgenden »O = A® mit den Elementen

(A(O))ij = )‘2('?)‘

Auflerdem seien die Laufindizes folgendermaflen festgelegt:

h, i, j Laufindex von 1,...,p = dim(f)
I,m Laufindex von 1, ...,k = dim(z)

Somit folgt

pO) = (302 exp{ - TR+ A0 ]

- a(ﬁ(o),E(O))-exp{ ZZ%- (0)+Zﬁ"(zxﬂ “’))}

=1 j=1
Bi3;
- a0, =) e { =3 2 a0 - PRI
i=1 j=i+1
p
Bi (0) 5(0)
A
i=1 j=1
Also gilt:
1 1
0 w0y _ : (__ >(0)~ ())
a ) 1 P p ex
GEE = moanten Y
b(y) = 0
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

2 - - 3
_ M 0
20° /\51)
: p Summanden
2
_ n 0
2;2 >\1(Dp) J
B152 0 )
i M
U= : 7 (30,30 = , plp—1)
o ﬂpflﬁp )\(0)
o p—L,p )
(0) 5(0)
o % §=1 )\U ﬂj
: : p
(0) 5(0)
- 6_12) ?:1 )‘pj ﬂj
| o _ - - J

Dass im Exponenten kein Term auftaucht, der die Rolle von b(%)) iibernimmt, erstaunt
etwas, jedoch macht es gerade dieses Ergebnis im folgenden néchsten Schritt moglich,
die Methodik von Queaghebeur und de Cooman auf das Normal-Modell anzuwenden,
wie sich in folgenden Abschnitt zeigen wird.

Die Anzahl der natiirlichen Parameter betragt p + ’@ +p= @ = ¢, die Normal-
verteilung fiir 3 ist also , strikt g-parametrig® [Riiger 1999, S. 19] und besitzt somit eine

Eigenschaft, die positiv fiir die Behandlung von Test- und Schétzproblemen ist.

4.2.3 Anwendung des Aufdatierungsmodells von Quaeghebeur und
de Cooman auf das Normal-Modell

Die in Kapitel 3 schon gezeigte Formel (3.3) fiir die konjugierte Verteilung soll hier

in einer an die konkrete Anwendung angepasste Form notiert werden. Die konjugierte

Verteilung hat nach [Quaeghebeur und de Cooman 2005] als Priori-Verteilung mit den
Parametern n(® und ¢y die Form

p(¥) = c(n® y@)exp {n(o)[@/}, y) —b(@/f)}} (4.4)

Die in Kapitel 4.2.2 ermittelte Form der Normalverteilung kann einfach an diese Form
angepasst werden, indem

e jeder Summand im Exponenten von p(3|c?) mit dem Faktor —g multipliziert

wird. Dieser Faktor wird 7 (8®, () zugeordnet und entspricht damit dem y(©)
des Modells von Quaeghebeur und de Cooman:

0 o 0 0
YO = 7 (59, 50) (4.5)
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

e cC (n(o),y(o)) aus (4.4) mit dem in Kapitel 4.2.2 ermittelten a(ﬁ(o),E(O)) iden-
tifiziert wird. a (8%, £(©)) hingt dabei tatsichlich auch von der Anzahl der
Pseudocounts n(®) ab, wenn man (wie Quaeghebeur und de Cooman) von y(©
ausgeht und (6, X@) als Funktion von n(® und y© ansieht, mit (4.5) also
(6(0), E(O)) =71 [n(o) . y(o)} definiert und damit folgendes gilt:

a (80, 20) = a(r[n® . 4O .

Eine mit einer eindimensionalen Beobachtung = aufdatierte Priori, die Posteriori iiber
U, hat in der Notation von Quaeghebeur und de Cooman gemé$ (3.4) die Form

pwla) = o(m®+1.y") e {m® +D[(v,y") =bW)]}.  (46)
nOy©@ 4 r2(x)
n® 1

Zu beachten ist hierbei, dass 77 (x) der suffizienten Statistik in der Likelihood entspricht,
die zu dieser konjugierten Verteilung gehort, und nichts mit 7 (5(0), 2(0)) zu tun hat,
welches wir aus der konjugierten Verteilung selbst erhalten haben. Die suffiziente
Statistik der Likelihood 7%(z) ist hier aber (noch) unbekannt, da es sich um die
Likelihood beziiglich der ,beobachteten’ Werte von 3 und ¥ handeln wiirde. Der
,Beobachtung x* in (4.6) entspricht aber im Falle des Normal-Modells der Designmatrix
X und der Zielvariable z. Im Folgenden soll daher die Stichprobe der Gréfle k, die in
diese Likelihood eingeht, als eine k-dimensionale Stichprobe der Grofie 1 (sozusagen in
Bezug auf 3) aufgefasst werden.

mit y(l) =

Die Likelihood aus Kapitel 4.2.1 ist eine Likelihood tiber z und daher auch nicht die
passende Likelihood zur Ermittlung von 7%(x). Der gesuchte Term 7%(z) =: 7(X, 2)
lasst sich aber iiber die Analyse des Aufdatierungsschritts im Normal-Modell ermitteln,
wie im Folgenden gezeigt wird.

Zur Uberpriifung, ob sich das Normal-Modell als ein Stichproben-Modell in der
Methodik von Quaeghebeur und de Cooman auffassen ldsst, muss also gezeigt werden,
dass die Dichte einer Normalverteilung mit aufdatierten Parametern ), () (siehe

Kapitel 4.2.1) in die Form (4.6) tibersetzt werden kann.

Analog zur Form der Priori muss gelten

1

FOFSRA RN

ebenso ldsst sich wieder ¢ (n(® + 1,y) aus (4.6) mit a (8", £() identifizieren:
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Fiir jeden Summanden im Exponenten kann getrennt gepriift werden, ob der Aufdatie-
rungsschritt im Normal-Modell einem Aufdatierungsschritt im Modell von Quaeghebeur
und de Cooman entspricht, gleichzeitig lasst sich 7(X, z) ermitteln.

Mit A© an Stelle von X" lauten die in Kapitel 4.2.1 ermittelten Aufdatierungs-
Regeln (4.2) und (4.3):

pO = (XX + A(o>)—1 (X2 + A0 30)

AD = XX 4+ A0
Zur Vereinfachung der Notation seien die Elemente von X folgendermaflen bezeichnet:

(X)l,i =: x1,;; auBlerdem gilt folgender Zusammenhang, der fiir die dritte Gruppe der
Summanden notig ist:

B = ( ADTH(XTz 4 AO 5(0)))

J
==> (Au)—l) (X2 + A0

Jt

k p
-1
= Z (A(l) ) (Z Tz + Z )\Z(»,g)ﬁ}(f])>
' 7= h=1
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Damit ist gezeigt, dass sich das Normal-Modell fiir die lineare Regression als
Aufdatierungs-Modell im Sinne von Quaeghebeur und de Cooman verstehen lédsst und
damit deren Mechanismus zur ,Impréizisierung’ und die einfache Aufdatierungsregel in
Gleichung (4.6) nutzbar ist.

Dieser Nachweis war jedoch nur moglich, da fir b(y)) = 0 galt, und somit die
JKiinstliche* Einfiihrung von n(® im Exponenten keine Auswirkungen auf b(v)) hatte.
Andenfalls hitte sich bei der Uberpriifung ein Problem ergeben: der letzte Summand
im Exponenten, n(¥b (1), wire nach der Methodik von Quaeghebeur und de Cooman
zu (n® + 1)b(v)) aufdatiert worden, hiitte aber gemif der Aufdatierungsregeln aus
Kapitel 4.2.2 unveréndert bleiben sollen, weshalb sich Widerspruch ergeben hétte. Im
Falle des NIG-Modells tritt genau dieser Fall auf. Wie im Anhang in Abschnitt A.1 zu
sehen ist, gilt dort b(y) # 0.

Zur Ubersicht noch einmal die @—dimensionalen Grofen v, y© und 7(X,2) im
Uberblick:
- q i (0) T - .
3 Al k
207 n© D1 Th
2 (0) '
— ﬁp Aﬂ Zk :CQ
20 n(O) 1=1"Ip
0
_ BB ﬁ k
02 n©) lel T11Z12
¢ - . > y(O) - ) T(X7 Z) =
_ (0)
_ Bo1By éﬁp Apl1p Zle Li,p—1T1,p
o MO
b k
- = 1 (0) 5(0) _
o’ n©® j=1 M1 i T
_'& 1 p: (0) 5(0) y ‘x z
i o’ ] 7 2j=1 i ) R

Die Elemente von y® und 7(X, z) lassen sich zu einer schon bekannten Matrix bzw.
einem Vektor umsortieren:

(0) 1 AO
) _ Ya -
o = () e (a8 ) 4
B w(X,2) ) [ XX
7 ist also die Vereinigung der Menge positiv semidefiniter (px p)-Matrizen und beliebiger

p-dimensionaler Vektoren. Y kann auch hier als die konvexe Hiille von 7° ohne ,Rand’
angesehen werden, da y(go) eine beliebige positiv definite Matrix sein kann.
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4.2.4 Die ,Imprazisierung’ des Normal-Modells

Die Imprizisierung’ erfolgt iiber die Variation von y(©) bei fest gewihltem n(?). Die Men-
ge YO der Priori-Werte y© soll so gewihlt werden, dass sie alle Priori-Informationen
iiber den Regressionsparameter 8 widerspiegelt. Y@ definiert dann die Struktur M(©),
die Menge der klassischen Wahrscheinlichkeiten, die mit den Priori-Informationen iiber
[ vereinbar sind.

Die Menge Y der Parameter y© muss aber, wie in Kapitel 3.3 erliutert, beschrankt
werden, damit ausgeschlossen werden kann, dass die Posteriori-Inferenz auf der Basis
von Y aussagelos bleibt. Nach [Quaeghebeur und de Cooman 2005] kann die Menge
YO einer multivariaten Normalverteilung, auf die Notation des hier behandelten Falles
iibersetzt, folgendermaflen sinnvoll beschréinkt werden:

1
WA(O) positiv definit (4.9)
n
1 1
wmd (A<O> - WA<°>ﬁ<0>5<0>TA<O>) positiv definit (4.10)
n n

Soll das Normal-Modell als Intervallwahrscheinlichkeitsmodell angewendet werden, so
muss daher folgendermaflen vorgegangen werden:

1. Das Priori-Wissen iiber 8 und A muss als eine Menge von 3 und A ausgedriickt
werden.

2. Diese Menge muss in die Form von y© iibersetzt werden, wobei beachtet werden
muss, dass die so entstandene Menge Y© von y(®-Werten die Bedingungen (4.9)
und (4.10) erfiillt.

3. Jedes ¥ aus Y@ wird dann mittels (4.6) linear zu yV) aufdatiert.

4. Die so erhaltene Menge Y™ muss darauf wieder in die interpretierbare Form von
B und AM riickiibersetzt’ werden.

Die in der obigen Aufstellung vorkommenden Mengen sollen dabei durch elementweise
Unter- und Obergrenzen beschrieben werden, also beispielsweise fiir ) durch

80 e [, 5]
I (4.11)
8O ¢ [§(0)7B](00)] .

Bei 8 kinnen diese Grenzen prinzipiell unabhiingig voneinander gewihlt werden, im
Falle von A(® jedoch nicht; auf die notwendigen Einschrinkungen wird in den folgenden
Absétzen eingegangen.

66



4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Wenn als Ausgangspunkt statt der Varianz-Kovarianz-Matrix (0 deren Inverse A(©),
auch als Prizisionsmatrix bekannt, verwendet wird, vereinfachen sich die Ubersetzungs-
schritte 2. und 4. erheblich. Die Eintrége einer Prazisionsmatrix A zu einem Zufallsvektor
(3 lassen sich nach [Reithinger 2006] folgendermafien interpretieren:

e Die Diagonalelemente )\; entsprechen invertierten partiellen Varianzen,

1
Ni = ——=T7
var(5; | B)
wobei J.; den Vektor  ohne die i-te Komponente bezeichnet, so dass \; also
die partielle Varianz von [3; unter der Beriicksichtigung des linearen Effekts der
anderen Variablen in [ ist.

e Die Elemente neben der Diagonalen entsprechen der mit den zugehorigen partiellen
Varianzen skalierten negativen partiellen Korrelation,

Aij = =/ i - p(Bi, By | Buij)

wobei (_;; den Vektor ohne die Komponenten ¢ und j, sowie p(X,Y | Z) die Korre-
lation von X und Y unter Beriicksichtigung des linearen Effekts von Z bezeichnet.
Diese ist folgendermaflen definiert:

PXYy — PxXzPYZ
\/1 - pXZ\/l —Pyz

Dabei ist pxy die (gewohnliche) marginale Korrelation von X und Y. (Es sei
daran erinnert, dass auch der marginale Korrelationskoeffizient prinzipiell nur den
linearen Zusammenhang messen kann.)

Die Angabe der Varianz-Kovarianzstruktur in Form einer Prézisionsmatrix muss dabei
nicht unbedingt von Nachteil sein; die hier anzugebenden partiellen Varianzen und
Korrelationen stehen der Intuition unter Umsténden sogar néher als deren ,unbedingte’
(marginale) Versionen, die die Eintrdge der Varianz-Kovarianz-Matrix darstellen.
Tatséchlich entspricht die partielle Korrelation besser dem allgemein iiblichen , ceteris
paribus“-Denkschema, wohingegen die marginale Korrelation den Einfluss anderer
Kovariablen ignoriert.*

'Ein Beispiel aus [Reithinger 2006] kann dies veranschaulichen:
Die Koeffizienten eines linearen Regressionsmodells stellen den Zusammenhang zwischen der Zielva-
riablen und den Prédiktoren dar. Diese entsprechen im Wesentlichen den partiellen Korrelationen.
Ein Datensatz im Rahmen einer Mietspiegelermittlung liefert fiir das Modell

Nettomiete = By + Anzahl Rédume- 54 + ey a

einen Wert von B 4 = 88.58. Giiltigkeit des Modells vorausgesetzt, bedeutet das, dass der Mietpreis
einer Wohnung im Mittel um ca. 90 Euro steigt, wenn die Wohnung einen weiteren Raum hat.
Nimmt man die Wohnfléche in das Regressionsmodell auf und betrachtet

Nettomiete = By + Anzahl Rdume - 34 + Wohnfliche - By + en,aw -
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Sollen die Mengen der Priori-Werte 3® und A(® im Sinne von (4.11) als Intervalle
angegeben werden (wobei es sich bei B0 um ein p-dimensionales Intervall und bei A©
um ein @—dimensionales Intervall handelt), stellt der Ubersetzungsvorgang nach
VO ein schwer lsbares Optimierungsproblem dar. Zur Definition von Y miissen die
Unter- und Obergrenzen jeder der @ Dimensionen von y© ermittelt werden, die
sich einerseits durch die Vorgabe der Mengen der 5 und A©, andererseits iiber die

zu erfiillenden Bedingungen (4.9) und (4.10) ergeben.

Die Ermittlung der Unter- und Obergrenzen g((lo) und 7 ist noch relativ leicht, da

sie sich elementweise direkt aus den elementweisen Unter- und Obergrenzen fiir A©
ergeben. (Das ist der Grund fiir den Ubergang zur Prizisionsmatrix A(?).) Diese Grenzen

Ag-]) bzw. Xg-)) miissen jedoch so beschaffen sein, dass fiir jeden festen Wert innerhalb
der Grenzen einer Dimension sich Werte in allen anderen Dimensionen innerhalb ihrer
jeweiligen Grenzen finden lassen, so dass die resultierende Matrix A(® immer noch
die Bedingung (4.9) erfiillt, also positiv definit ist. Das gilt natiirlich insbesondere fiir

die Grenzen Ag-)) und XE?) selbst, also fiir Matrizen, die beziiglich einer Komponente
minimiert bzw. maximiert sind.

Grenzen fiir die zweite Komponente yl()o) zu ermitteln, wird hingegen wesentlich kom-
plexer. Gesucht sind némlich die elementweisen Minima und Maxima des Vektors

yéo) = ﬁA(O)ﬁ(O) unter der Nebenbedingung (4.10), so dass fiir eine Komponente

ie{l,...,p} von yéo) gilt

1 p
0 _ in (0) 3(0)
L g(%%{l(o) n(0) z; Aij B (4.12)
J:
(0) 1 Zp (0) 5(0)
—(0 o - O '0
Yoi = ﬁg)lss((m n(0) £ - )‘U ﬁy (4‘13)
]:

1 1
unter NB 5 (A(O) — W_/\(())ﬁ(l))ﬁ(o)-l—A(U)) positiv definit
n n

Zu beachten ist hierbei, dass fiir die Optimierung von einem y,()?) alle Elemente von

B0 und die i-te Zeile von A eingehen. Besonders dadurch wird die Nebenbedingung
brisant: es diirfen nur zulissige Kombinationen von 3 und A©® bei der Minimierung
bzw. Maximierung verwendet werden; die Zuldssigkeit ergibt sich einerseits durch
die Zugehorigkeit zur zuvor ausgesuchten Menge von Werten von A und A©),

so erhélt man 84 = —41.68. Naiv interpretiert bedeutet das, dass der Mietpreis einer Wohnung im
Mittel um etwa 40 Euro fillt, wenn die Wohnung einen weiteren Raum hat. Diese Interpretation
enspricht (wie beim ersten Regressionsmodell) der einer marginalen Korrelation; sie ist in diesem
Modell, bei dem eine weitere Enflussgrofle beriicksichtigt ist, jedoch unzuléssig verkiirzt. Die Net-
tomiete nimmt mit wachsender Anzahl von Rdumen nur ab, wenn die Wohnflache gleich bleibt
(,,ceteris paribus®), genauer: wenn der lineare Effekt der Wohnfliche beriicksichtigt wird.
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

dariiberhinaus aber auch durch die Nebenbedingung.

Diese Nebenbedingung kann dabei als eine nichtlineare Nebenbedingung (iiber das Kri-
terium der Positivitéit aller Eigenwerte der Matrix) angesehen werden. Die Minimierung
beziiglich einer solchen Nebenbedingung kann im Falle eines hochdimensonalen § daher
nur numerisch geschehen.

Um einen Eindruck von der Funktionsweise des Modells zu bekommen und um konkrete
Ergebnisse zu erhalten, soll daher im néchsten Abschnitt die Analyse auf eine Situation
mit zwei abhéngigen Variablen beschrénkt werden.

4.3 Formulierung des Normal-Modells im Fall p = 2

Im folgenden sei die Dimension p des Regressionsparameters § gleich zwei. Die Design-
matrix ist somit von der Dimension (k x 2), es seien also k& Beobachtungen von zwei
Regressoren vorhanden, deren Einfluss auf die Responsevariable z linear modelliert
werden soll.

Dieser Fall zeichnet sich dadurch aus, dass A die Dimension (2 x 2) hat und somit die
Eigenschaft der positiven Definitheit (im Folgenden in Rechnungen mit ,p.d.¢ abgekiirzt)
noch analytisch einfach fassbar ist, da fiir das Kriterium, dass alle Eigenwerte der Matrix
positiv sein miissen, nur eine quadratische Gleichung zu losen ist. Daher lasst sich das
Nichtdiagonalelement in eine einfache Beziehung zu den zwei Diagonalelementen setzen,
mit welcher dann gesichert werden kann, dass die Matrix positiv definit ist.

Es gilt fiir beliebige Skalare a, b, d:

( Z Z ) p.d. <= Eigenwerte A\;/;5 >0

Die Eigenwerte \;/; sind erhiltlich als die Losungen von (a — A)(d — A) — b* = 0, so dass
aus

N—(a+d)A+ad—b = 0

folgt

\ _ (a+d) £ /(a+d)? —4(ad — b?)
12 = 5 :
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Diese Eigenwerte sollen nun beide grofler Null sein:

(a+d) £ +/(a+d)? — 4(ad — b?)
2

> 0

= (a+d) > F/(a+d)? —4(ad - 1?)
< (a+d)? > (a+d)?—4(ad—b?)
<~ 4(ad—b*) > 0
— ad-V > 0
— ad >V (4.14)

Damit eine Matrix positiv definit ist, darf also das Nichtdiagonalelement be-

a b
b d
tragsméBig im Verhaltnis zu den Diagonalelementen nicht zu grof sein; es gilt:

—Vad < b < +Vad

Im Falle einer Varianz-Kovarianzmatrix fiir zwei Zufallsvariablen X und Y bedeutet

dies:
—/V(X)- V) < Cov(X,Y) < +/V(X) -V(Y)
= -1 < PXY < 1
Die Bedingung der positiven Definitheit bedeutet hier also nichts anderes, als dass
das Nichtdiagonalelement eine Kovarianz darstellen muss, die zu einer zuldssigen und
nicht-deterministischen Korrelation fiihrt.

Leider ist die Situation auch im Falle von nur zwei Regressoren noch immer sehr
komplex. Wenn man 3® und A© voll parametrisiert (mit den fiinf Parametern ﬁg)),
550)7 )\g?, )\g), Agg), also ¢ = 5) und die Nebenbedingung (4.10) zu einer Bedingung
in diesen fiinf Parametern umformt, erhélt man eine Ungleichung in all diesen fiinf
Parametern (und zusitzlich in n(?)), die sich als wenig aufschlussreich erweist. Dass
dabei )\g(i), )\g) und )\gg) selbst auch eine positiv definite Matrix generieren miissen,
vereinfacht diese Ungleichung leider auch nicht weiter.

Daher soll die Situation noch ein klein wenig vereinfacht werden: A© wird nicht voll pa-
rametrisiert, stattdessen sei eine Korrelationsstruktur A angenommen, die durch p, die
Korrelation zwischen den beiden Regressoren, charakterisiert wird. Auch diese Struk-
turannahme hat noch eine geniigend komplexe Nebenbedingung (4.10) zur Folge. Sei
also

B ~ N2 <6(0)7 021K> ;
a

wobei 40 = ( gl ) , a > 0 zunichst fest und nicht niher bestimmt seien?,
2

sowie K = ( ; ? ) die Korrelationsstruktur vorgibt

und o? gemiB der Modellannahmen fest gegeben ist.
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Dann gilt

(O N S S L=y
A a-K 1—,02(—P { > (4.15)
Die Nebenbedingungen, die in das Minimierungs- bzw. Maximierungsproblem zur
Ermittlung von y(© eingehen, sollen nun analysiert werden. Die erste Bedingung (4.9),
also ﬁA(O) positiv definit, ist erfiillt fiir jede beliebige zuléssige nicht-deterministische
Korrelation (—1 < p < +1).

Zur Ermittlung von Bedingungen fiir p, a, 31, S und n¥), die gewihrleisten, dass die
zweite Nebenbedingung (4.10) erfiillt ist, kann das Kriterium (4.14) entweder direkt auf
die Matrix aus (4.10) oder mit Hilfe eines Satzes auf eine weniger komplexe Matrix
angewendet werden:

4.3.1 Direkte Priifung

Zur Ermittlung der Form der Bedingung (4.10) muss zur direkten Anwendung des Kri-
teriums (4.14) die Matrix aus (4.10) konkret berechnet werden. Dabei kann der erste
Faktor ﬁ wegfallen, da er bei einer Priifung der positiven Definitheit keine Rolle spielt.

2Der obere Index (9 der Komponenten von 3(°) sei wie hier in den folgenden Berechnungen zur
Vereinfachung der Notation unterdriickt.
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1
AO) _ WA(O)ﬁ(O)ﬁ(O) A

- w0 ) e ) G ) (7))
1 —p? - 1 n(©) —-p 1 P12 ﬁ% —p 1

_ a ( -p ) L ( L —p ) ( B = pBfa P2 — pB7 )]
1 — p? -p 1 n(©) p2 —p 1 B1B2 — pB B3 — pBis

_ a ( —p ) L ( BY — pbrBa — pBrBa + p* 05 BiBa — pBi — pfB5 + p? P15 )]
1—p? —p 1 n(©) P*B1Ba — pBi + 5102 — pB5  p*B7 — pbrfa + 55 — pBie

_ a ( 1 —p ) 1 ( (Br — pBa)® (14 p*)B1fB2 — p(BF + 53) )}
L—p* [\ = 1 nO1—p2 \ (145162 — p(B + 53) (pB1 — B2)?

_ a ( 1- n(o) 1-p2 (61 pﬁZ) —pP— L)1 : [( )61ﬁ2 - p(ﬂ% + ﬁ%)] )
1-p2 \ —P— o2 SlA+p ?)B182 — p(B7 + 53)] L- L> s (pf — (2)?

Da der Faktor ﬁ > ( ist, kann auch er bei der Priifung weggelassen werden. Es muss also gelten:

1 ? 1 1
(—P - W%ﬁ (14 p*)B1B2 — p(3} + 522)}) < <1 - W%ﬂg(ﬁl - Pﬁz)z) (1 - W%ﬂg(pﬁl - 52)2)

—

n©®

(o450~ o= ") < (=D (5 ) (0 (o ) (016

JIoyIoTOISU)) Joxo[dwoy Iojun uoIssoISoy-sodeq ¥



4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Die so erhaltene Gleichung (4.16), die die Nebenbedingung bei der Minimierung (4.12)
bzw. Maximierung (4.13) darstellt, ist wenig anschaulich. Daher sei im Folgenden der
Versuch unternommen, iiber einen anderen Weg zu einer etwas einfacheren Gleichung
zu gelangen.

4.3.2 Priifung mittels eines Hilfssatzes

Satz A 51 aus [Toutenburg (2003)] bietet ein Kriterium fiir die positiv Semidefinitheit
einer Matrix, die als Differenz zweier Matrizen entsteht. In der Art modifiziert, dass
er ein Kriterium fiir positiv Definitheit bietet (und nach Korrektur eines Fehlers, der
offensichtlich durch eine Vertauschung in Satz A 50 verursacht wird), lautet der Satz
folgendermaflen:

Seien A und B zwei symmetrische Matrizen der gleichen Dimension (px p), mit A positiv
definit und B positiv semidefinit. Dann gilt

A — B positiv definit <= M(B)<1 Vi=1,...,p.

Dabei sind A\(B) die Eigenwerte von B beziiglich der Metrik von A. Sie sind die
Losungen von

det(B—XA)=0.

Dieser Satz ist anwendbar auf (4.10), da A©®) gem#B Definition (4.15) positiv definit ist.
ﬁA(O) B(O)B(O)TA(O) ist positiv semidefinit, da 3 ﬁ(O)T fiir jedes B positiv semidefinit
und A© regulir ist.

Sei nun also (wieder kann der Faktor —g; ignoriert werden)

A = AO
1 _
= 1—ap2 < ) 1p) und
1 T
B = WA(O)ﬁ(O)ﬂ(O) A©
_ L( a >2( (B = pBa)? (1+p*)B162 = p(BF + 53) >
n@ \1— 2 (14 p*)B102 = p(BF + B3) (0B — B2)? '
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2

M(B) und A} (B) sind dann die Losungen von
1 2

det l a < o (B — pB2)? — A Sl )5152 p(BF + B2)] = Ap )] _0
1—p? % i 7[(1+ 02)5152 - P(ﬁ% + 522)] —Ap L> i = (pB1 — 52) -

Berechnung der Determinanten:

2 1
det[---] = (1_ap2) [)\Z_AW#((51—P62)2+(Pﬁl—ﬁ2)2)

, 2

2
Der Vorfaktor (1_(1,)2) spielt beim Nullsetzen keine Rolle, also sind die Losungen gesucht von

MN(1—p*) = A (% 1 _ap2 ((ﬁl — pB2)® + (pB1 — 52)2> + 2/)%%& [(1 + p*) BB — p(BF + 63)})

1 2 1 ?
+ n(O)Q (1 _apz) (ﬁl - ,052)2(051 - ﬁz)z - W (%[)2) [(1 + 02)5152 - 0(512 + 522)]2 =0
<~
N(1=p%) = A (Tjo) — [ﬁl 206182 + 005 + p° 07 — 20102 + 55 + 205102 + 2p° 5152 — 29757 — 2p25§D
# (—1 _“pg) [(ﬂ% — 206102 + p*B3)(0* B7 — 2pB102 + )

— (1+ p)2B308 + 20(1+ p)BiBa(82 + B3) — p(82 + 2% =0

JIoyIoTOISU)) Joxo[dwoy Iojun uoIssoISoy-sodeq ¥
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Die erste eckige Klammer ldsst sich folgendermaflen vereinfachen:

ﬁf —2p61532 + p25§ + p25f — 2pB1 B2 + 53 +2pB1 B2 + 20° 182 — 2PQﬁf — 2P2522

= P8 — P63+ 7 + B3 — 208182 + 20”1 3
BE(L — p*) + B3(1 — p*) — 2pB1Be(1 — p?)
= (1= p*)(B] = 2pP1 B2 + 33)

Die zweite eckige Klammer lésst sich folgendermaflien vereinfachen:

(BY = 200182 + p°35) (0° 51 — 200182 + B3) — (1 + p*)* 5185 + 20(1 + p*) 31 B2(BF + 33) — p*(B7 + B3)°

= P8 —2pBiBs + BLB5 — 20° 3 B + 4231 B2 — 205155 + p* 33 B — 20°BBs + p*Bs
—BiB3s — 28105 + 2pBi o + 2pB1 85 + 2% 3 Ba + 20° 51 55 — p* Bt — 2037 55 — p* B
= p°Bi65 — p' 815
= p*B165(1+ p%)
Also sind A\{}(B) und \5'(B) die Losungen beziiglich A von

N(1—p?) — )\(%%ﬁ(l —*)(B7 — 206162 + ﬁ%)) + 1 (

n(0)?

2
) pEBAERA) =0

a 1 a 2
= /\2(1—p2)—/\m(ﬁl2—205152+ﬁ§)+w(1_p2) PGB =0

JIoyIoTOISU)) Joxo[dwoy Iojun uoIssoISoy-sodeq ¥



9.

Diese Losungen sind

1
Af‘/2(B) = 2(1 — p?) nC(Lo) (87 — 2018+ 33) + \/n(0)2

2P5152+ﬁ2) —4(1 - p?) ! <

1
21— )

- —% [(612 —2pB152 + 52 i \/ (8% — 2pf1 52 + 52)

Da gelten soll, dass Af/Z(B) < 1, muss also gelten:

(ﬁ—QMM%+%%i¢Wy—%&@+@Q-421+p&@
= of—%@@+£f—4”+p 22
— - 253
— p* 0363

(0)2
4 - (1—
n© (1 -p*)?
a 1+ p?

P2)2

(-

2
- (- 2+ )

(0)

n0)
206132 + 62 - 7(1 -

2
&)w@@a+w>

— 4= (1= ") (B — 2005 + )

#)) (10

JIoyIoTOISU)) Joxo[dwoy Iojun uoIssoISoy-sodeq ¥



4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Auch dieser Weg fiihrt zu einer nur unwesentlich anschaulicheren Form der Nebenbe-
dingung (4.10). Daher soll die Situation durch die Betrachtung von speziellen Werten
fiir p nochmals vereinfacht werden:

Fiir den Fall p = 0 ergibt sich sowohl iiber (4.16) als auch {iber (4.17) die Nebenbedin-

gung
) ) n(0)
B + 85 < P

Das bedeutet, dass der Quotient aus der Stéarke des Vorwissens und der Prézision der
Priori-Verteilung iiber 3; und (3 groBer sein muss als 57 + 3%. Die Varianz von $; und
(o, é, darf also nicht zu klein sein, wenn (3; oder (35 stark von Null abweichen sollen.

Untersucht man den Fall p — 41, so ergibt sich iiber den zweiten Weg direkt
Bif; >0,

eine Bedingung, die fiir beliebige i, (5 erfiillt ist.

Andere Werte fiir p fithren zu keiner wirklichen Vereinfachung der Ausdriicke (4.17)
oder (4.16).

4.3.3 Das Modell fiir p =0

Nimmt man a priori p = 0 an, kann man ein einfach berechenbares Modell aufstellen,
bei dem a im Nenner der Priori-Varianzen fiir 6%0) und ﬁéo) variieren kann und 3© in
einem zweidimensionalen Intervall variiert.

Dieses Modell sieht folgendermaflien aus:

ﬁ ~ N2 (ﬁ(O)a 021[() ;
a

| (0) B, = [b,.b
w50~ () ) (B2 i) -
1 0

sow1eK:(0 1

> und @ € A = [a,a) mit a > 0.

Mit der Festlegung
by = max {|b], 1]} und by = max {|by], [ba|}

bleibt fiir eine korrekte Anwendung der Bayesregression unter komplexer Unsicherheit
nur zu beachten, dass

a (@) +(@)°) < n. (4.18)
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

In Abhiingigkeit von der Einschitzung des Werts von n(®, der gewissermafBen das
Ausmafl des Vertrauens in die Priori-Informationen darstellt, muss also versucht
werden, die Grenzen b,, b, und @ so zu wihlen, dass sie die Priori-Informationen
iiber 3 angemessen widerspiegeln. Die Priori-Stiarke n(®) muss also als entsprechend
grofl angesehen werden konnen, wenn die Prézision in den Annahmen hoch sein soll
oder in Betracht gezogen werden soll, dass sich 3 weit von Null entfernt befindet.
Kann n(® hingegen nur als klein angesehen werden, miissen entweder die Intervalle fiir
B0 schmal und nahe bei Null oder die maximale Priori-Préizision @ klein gew#hlt werden.

Wir erhalten also

__2 (10 —o_ @ (120
Qan(m(o 1) Yoo =@\ 0 1
b; ab;
0 _ 2 . VI B
gbj - n(o)a .] 172 ?ij TL(O), j 172
wobei
ab; ::aegll}]%Bja-b = m1n{g~l_)j,a-l_)j}
und
abj == aeglguj)éBja‘b = max{g-bj,&-bj}.

Der Aufdatierungsschritt ist gem#8 (4.6) linear, was bedeutet, dass man von y© direkt
zu y und von y© direkt auf 7V gelangt:
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

a _ n(o)ggo) + Ta(Xv Z)
=a n© +1

_ 1 ( Zf:l T +a Zf:l LTz > — LA(U

nO+1\ F apzn S 4k +a e
oy 090+ (X, 2)
Yo' = a0 1
n(O) +1 Zle T11Z2 Zle 'rl22 +a n(l)
o ")+ (X 2)
LT n© +1
= # ab, + Zle Tz
n©+1\ ab, + Zle T2
20 n<0>y§,°) + (X, 2)
y =

n© +1
1 %1 + Zle L1121

o n(o) + 1 ( %2 + Zle T122] )

AW und AY sind also direkt aus QS) und 7" durch Multiplikation mit n* erhiltlich.

Méchte man auch 0 bzw. PR aufgrund der gewohnten Interpretation erhalten,
so muss wegen der komplexeren Struktur der Wert von a zur Minimierung bzw.
Maximierung nicht notwendigerweise fiir alle Komponenten der gleiche sein; anders als
bei AM muss hier komponentenweise getrennt gepriift werden, welcher Wert von a € A
die jeweilige Komponente minimiert bzw. maximiert.

Es gilt fiir ein a € A

1 1 k k -1
1) _. ( 051) 052) ) _ ( D Thta Yl ante )

1) (1) k k 2
012 09 Zl:l L1112 2121 T+ a
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

und damit fiir die einzelnen Eintrige von %)

k
Uﬁ) _ i Thta (4.19)
5 )
(Zf:l %21 + a> <Z;€:1 x122 + a> - (Zf:l xllml?)
k
0%) _ > Thta (4.20)
5 )
(Zf:l m121 + a) (Zle $122 + a) - (Zf:l xllxl?)
k
ofy) = 2z T . (4.21)

2
(Zf:l x121 + a) (Zf:l leQ + a) - (Zf:l xllxl?)

Durch Priifung der Ableitung von aﬁ) nach a kann gezeigt werden, dass die Posteriori-

Varianz 0511) des Regressionsparameters (3, fiir @ minimiert und fiir ¢ maximiert wird:
ko2 2 k 2
808) - (Zz:1 T + a) - <Zl:1 l‘lﬂlz)
- k k k 2\ 2
((le 95521 + a) (Zz:1 x%z + a) - (lel xlﬂlz) )

da
Dieser Term ist negativ fiir jeden beliebigen zuléssigen Wert von a und fiir beliebige
Werte der Komponenten von X'X. Die Posteriori-Varianz aﬂ) ist also plausiblerweise
eine monotone Funktion der Priori-Prézision a; Je grofler die zuvor gewéhlte Prézision,
desto kleiner die resultierende Posteriori-Varianz des Regressionsparameters (3.

Fiir a%) gilt das gleiche Ergebnis (es muss im Zihler nur Y7, 3, durch S35 a2 ersetzt

D opoe = y . :
werden), so dass auch aéQ) fiir @ minimiert und fiir ¢ maximiert wird.

Fiir die Posteriori-Kovarianz ag) des Regressionsparameters (3 spielt hingegen das Vor-
zeichen von Zle 11752 eine entscheidende Rolle. Gilt also beispielsweise Zle x> 0,
SO ist

k
1 _ — D i1 Tnde

019 = 2
k k k
(21:1 xh + Q) (21:1 7y + Q) — (E 1 $11Il2)

und

k
—(1) _ - 21:1 11772

012 5 -
k _ k _ k
(Zz:1 95121 + a) (Zl:l x122 + a) - (lel xllxl2>

)

k . 1) - e . ..
Im Falle von ) ,_, xj322 < 0 wird a§2 hingegen fiir @ minimiert und fiir ¢ maximiert.
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Gilt also Zle znxe < 0, so werden alle Komponenten von () fiir dasselbe a € A
minimiert bzw. maximiert. In diesem Fall wird fiir @ in allen Komponenten minimiert
und fiir a in allen Komponenten maximiert.

Gilt aber Zle xpnxie > 0, so besteht ein gegenldufiger Zusammenhang zwischen den

Diagonal- und Nichtdiagonalelementen von ~(1): Sollen O'ﬂ) und 0%)

so wird damit gleichzeitig ag) maximiert und umgekehrt.

minimiert werden,

Die Ergebnisse aus (4.19) — (4.21) erhalten auch in den Grenzfillen der Wahl von
a eine sinnvolle Interpretation: Aus a — 0 folgt 02X — ¢?(X'™X)™'; je kleiner
die Priori-Prézision gewédhlt wird, desto mehr entspricht die Posteriori-Varianz im
Normal-Modell einer KQ-Schéatzung der Varianz der Regressionsparameter. Aufgrund
der Monotonitit von UJ(;) in a gilt somit, dass die Posteriori-Varianz im Normal-Modell
immer kleiner als die Varianz des KQ-Schitzers ist. Fiir a — oo gilt ¥V — 0, eine
unendlich grofle Priori-Prézision hat natiirlich eine unendlich kleine Posteriori-Varianz
zur Folge.

Zum Erhalt von M muss ) von links mit n") und ADT = M) multipliziert werden.
Es gilt also

BY = min OOy und 3V = max pOEOy0

= aCAbER aCAbeB
wobei
5(1) (Zf:l T + a> [a by + Zle xllzl} — (ZL $l11‘z2> [CL by + Zle Ilzzz]
1 = P
(Zf:l xl21 + a) (Zf:l x122 + a) - <Zf:1 x11x12>
(4.22)
0 (ZL T + a) [a bo+ 300, 371221} - (ZL xlll’lz) [@ b+, x”zl]
2

<Zf:1 sz1 + a) (Zf:l 37122 + a> - <Z§c:1 33513512)2
(4.23)

Diese Ausdriicke sind linear in b; und in by. Da der Nenner immer positiv ist, gilt fiir
die Minimierung und Maximierung von S):

_ by — by S <0

ﬁg) — max fiir by — by und { e Zﬁfl e (4.24)
by = by > Tz >0
by — by, S <0

ﬁ§” — min fiir by — by, und 272 Zi,:l Lt (4.25)
bo — by Y wnxie >0
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und
_ by — b r <0
ﬁél) — max fiir by — bo und { ' o Zﬁfl e (4.26)
bi — by Y znxe >0
by — b y <0
ﬁél) — min fiir by — b, und L -t 22:1 Tt (4.27)
by — b1 > znwe >0

Diese Minimierungen und Maximierungen sind unabhéngig von a durchfithrbar, wenn
die Parametergrenzen so gewihlt werden, dass Gleichung (4.18) erfiillt wird.

Die Terme (4.22) und (4.23) sind Funktionen, die jeweils in Zahler und Nenner
quadratisch in a sind. Anders als bei der Riickiibersetzung von y((ll) ist die Ableitung

nach a jedoch nicht aufschlussreich, so dass keine analytischen Aussagen beziiglich einer

eventuellen Monotonitédt von ﬁ(l) und B(l) (abhéngig von gewissen Bedingungen) in a
moglich sind. Da aber die zur Minimierung und Maximierung von (4.22) und (4.23)
jeweils notigen Werte von b; und by bereits durch (4.24) — (4.27) gegeben sind, muss
nur noch iiber a € A = [a, @] numerisch minimiert bzw. maximiert werden, um @(1) und

B(l) zu erhalten.

Asymptotische Aussagen beziiglich a sind jedoch méglich. Aus einer Analyse von (4.22)
und (4.23) folgt:
a — 00 — B](-l) — b,
und

a—0 - ﬁ](-l)—>5j

Diese Ergebnisse sind hochst plausibel. Ein sehr grofler Wert der Priori-Prézision
a ist gleichbedeutend mit einer sehr niedrigen Priori-Varianz von (. Gleichzeitig
impliziert die Wahl von einem sehr groflen Wert von a iiber die Bedingung (4.18),
dass das Vertrauen in diese Angaben sehr hoch sein muss, da eine solche Wahl
einen grofen Wert von n(® zur Folge hat. Aufgrund dieses hohen Vertrauens in die
Priori-Angabe von 3 werden die Informationen aus der Stichprobe weitgehend ignoriert,
so dass das a posteriori-Ergebnis nur b;, die Priori-Angabe fiir 3; sein kann. Im Falle ei-
ner intervallwertigen Priori-Angabe B; ergibt sich fiir a — 0o also a posteriori wieder B;.

Ein sehr kleiner Wert von a impliziert umgekehrt, dass die a priori-Varianz von [
sehr grof ist und n(® ebenfalls klein werden kann. Das mangelnde Vertrauen in die
Priori-Angaben fiir § fiithrt dann dazu, den Informationen aus der Stichprobe eine
grofle Bedeutung beizumessen und daher zur klassischen Schéatzung von [ iiberzugehen,
namlich zur iiblichen Schétzung nach der Methode der kleinsten Quadrate Bj, die hier
ja sowohl mit dem Ergebnis einer Likelihood-Schétzung als auch einer bayesianischen
HPD-Schétzung bei einer konstanten Priori-Verteilung fiir # zusammen fallt.
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Eine wichtige Fragestellung im Hinblick auf das Verhalten des Modells ist es, ob die
Lange der Posteriori-Intervalle fiir die Parameter von der Beobachtung abhingt. Héngt
die Differenz zwischen dem hochsten und dem niedrigsten Posteriori-Parameter nicht
von den Daten ab, ist das Verhalten des Modells im Falle eines ,prior-data conflict
unbefriedigend, da es dann bei der Anwendung auswirkungslos bleibt, wenn das
Vorwissen nicht zu den Beobachtungen passt. Wie in Kapitel 1.4.3 schon ausgefiihrt,
wiére es hingegen wiinschenswert, dass das Modell im Falle eines ,prior-data conflict’ zu
breiteren Intervallen fiihrt.

Erwartungsgeméaf und konform zu den Erkenntnissen in Kapitel 3.3 héngt die Lange der
Posteriori-Intervalle nicht von der Beobachtung ab, wenn man die Differenz zwischen
den oberen und unteren Werten von y((ll) und yél) berechnet; diese Intervalllingen sind
unabhéngig von 7(X, z). Dieses Ergebnis wurde schon bei der Beschreibung des Modells
von Quaeghebeur und de Cooman bei den Erlduterungen zu Gleichung (3.8) erwéhnt.
Bei den riickiibersetzten* Parametern (M) und S0 ist diese Frage deutlich schwieriger
zu beantworten:

Die Differenz der Posteriori-Varianzen von 3 hdngt namlich von den Werten von X ab.
Mit der Vereinbarung von

k k k
._§:2 _E: ._2:2 T~ . X11 X2
X11 = Zr X190 = Tnx, Xo9 = Lo, d.h. X'X =:
=1 =1 =1 X1z X22

gilt beispielsweise fiir die Posteriori-Varianzen von ; und 35, geméif (4.19) bzw. (4.20),

_) 1) _ X2 +a _ X2 +a
(x11+a) (x2+ @) —x§,  (x11+@) (X2 + @) — X1

(X220 + a)(x22 + @) + X%Q

@-g) ((x11 4 a) (x22 4+ a) — x%y) ((x11 + @) (x22 +a) — x3,) (4.28)
—(1) (1) X1t a X1+ a
022 =322 = - = a
o (x11 +a) (x22 +a) — X%g (x11 + @) (x92 + @) — X%Q
— 2
_ (a _ Q) . (X11 + Q) (XH + (I) -+ X9 (429)

((x11 4 a) (x22 4+ a) — x%y) ((x11 + @) (x22 + @) — x},)

Ob sich die Priori-Differenz (@ — a) verringert oder vergroflert, hingt also von dem
Bruch in (4.28) bzw. (4.29) ab. Dieser enthilt in beiden Fillen Elemente von X'X,
aber nicht von z. Da in der Modellformulierung (siche Abschnitt 4.2.1) nur z und
nicht X als stochastisch angesehen wird, kann man trotz der Abhéngigkeit von der
Designmatrix X konstatieren, dass die Differenz der Posteriori-Varianzen unabhéngig
von der zufallsunterworfenen‘ Beobachtung z ist, und dass somit das allgemeine
Ergebnis aus Kapitel 3.3 auch fiir diesen ,riickiibersetzten’ Parameter gilt.
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Leider ist in der allgemeinen Form in (4.28) bzw. (4.29) nicht ersichtlich, welche Bedin-
gungen erfiillt sein miissen, damit der Faktor, um den sich die Intervalllinge &ndert,
einen Wert grofer als eins annimmt. Im allgemeinen Fall muss daher offen bleiben, ob
diese Abhéangigkeit von X bedeutet, dass das Modell im Falle eines ,priori-data conflict’
zu breiteren Intervallen fiir die Varianz von  fiihrt oder nicht.

Vereinfacht man jedoch die Rahmenbedingungen und nimmt an, dass die Designma-
trix X in der ersten Spalte nur Einser (zur Schétzung des Intercept) enthdlt und die
Regressor-Variable in der zweiten Spalte standardisiert wurde, dann gilt

E 0
Ty
xx= (5,0 )

Mit den so vereinfachten Eintrdgen ergibt sich fiir die resultierenden Posteriori-
Intervalllingen der Varianzen der Schéatzverteilung fiir 5; und S

_ _ 1

1
W .
0-22 QQQ (CL Q) (k_1+g)(k_1+a>a

Der Faktor, um den sich diese Differenz bei der Aufdatierung &ndert, ist nur von der
Stichprobengrofle k£ abhingig und fiir £ > 1 stets kleiner als eins. Daraus folgt, dass sich
die Intervalle fiir die Varianzen auch dann verkleinern, wenn ein ,prior-data conflict’
vorliegt. In diesem Fall gilt die allgemeine Erkenntnis aus Kapitel 3.3 leider auch fiir
die Varianzschitzungen.

Auch die Differenz der Posteriori-Erwartungswerte von [ ist abhéngig von X, aber nicht
von z; somit kann man folgern, dass die Intervalllingen fiir die Posteriori-Parameter ﬂl)
und ﬂél) ebenfalls unabhéngig von der ,zufallsunterworfenen‘ Beobachtung z sind. Nimmt
man der Einfachheit halber B, = B, = [b, b] an, gilt bei festem a (wie in Kapitel 4.4

ersichtlich, sind in den meisten Féllen @(1) und B(l) fiir den selben Wert von a erhéltlich):

a- (x22 +a+ [x12])
(x11 + @) (x22 + a) — x7,
30 _ 50— G_p. Y (x11 + a + [x12])
b2 =0y (b-0) (x11 + a) (X220 + a) — x3,
Hier ist es fiir den allgemeinen Fall ebenfalls nicht moglich, den Faktor, um den sich

die Spanne fiir den Erwartungswert von 3 bei der Aufdatierung dndert, in eine einfache
Beziehung zum Vorliegen eines ,priori-data conflict’ zu setzen.

Y- = B-1b)-

Wihlt man jedoch die obigen Rahmenbedingungen, die zu einer vereinfachten Designma-
trix X fithren, so erhilt man

_(1) —

gy =B = @—@-k+a bzw.
—(1) — a

B =B = -0y
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somit ist auch hier der Faktor, um den sich diese Differenz bei der Aufdatierung dndert,
fiir eine Stichprobe mit mehr als einer einzigen Beobachtung stets kleiner als eins
und nur von der Stichprobengrofle k£ abhéngig. Genau wie bei den Intervallen fiir die
Varianzen folgt daraus, dass sich die Intervalle fiir 3 auch dann verkleinern, wenn ein
,prior-data conflict’ vorliegt, so dass die allgemeine Erkenntnis aus Kapitel 3.3 auch in
diesem Fall bestétigt werden muss.

Erstaunlicherweise sind auf den ersten Blick sowohl die Terme (4.19) — (4.21) (fur
die Riickiibersetzung nach X)) als auch die Terme (4.22) und (4.23) (fiir die
Riickiibersetzung nach $)) unabhingig von n(®) (und damit auch von n!)). Es scheint
zunéchst unsinnig, den Parameter, der die ,Stérke' des Vorwissens modelliert, nicht in
den genannten Termen zu finden; diese sind die Riickiibersetzungen von y(), was ja
von n!) abhingt, wie in (4.7) analog die Abhiingigkeit von y© von n(® zu sehen ist.
Der Grund fiir die scheinbare Unabhingigkeit von n® liegt in der Vorgehensweise im
Abschnitt 4.2.3: Es wurde gezeigt, dass sich das {ibliche konjugierte bayesianische Modell
als ein Modell in der Notation von [Quaeghebeur und de Cooman 2005] verstehen lésst.
Ausgangspunkt war deshalb nicht die Likelihood (wie in Kapitel 3.2), sondern direkt
die konjugierte Verteilung. Deshalb musste der Parameter n gewissermaflen kiinstlich®
im Exponenten eingefiihrt werden und machte deshalb die Definition in Gleichung
(4.5) notig. Aus diesem Grund kiirzt sich n") in allen Riickiibersetzungen sofort wieder
heraus und scheint damit zu ,verschwinden'’.

Tatséchlich hingen die Werte der Posteriori-Parameter 3V und (" aber sehr wohl von
n® ab, namlich iiber die Einschrinkung fiir die Wahl der Mengen der Priori-Parameter
O und X die in Gleichung (4.18) gefordert wird. Diese Einschrinkung wirkt auf
(51)2 und (52)2, die absolut gréfften Werte der Unter- und Obergrenzen von @0) und

0 : _ : e
ﬁé ), sowie auf @, die maximale angenommene Prézision.

Bei der Anwendung des Modells sollte die Wahl der Priori-Grenzen fiir 5 keine
echte Schwierigkeit darstellen; die Wahl von A = [a,@] ist im konkreten Fall trotz der

Interpretation von 72 als Priori-Varianz der Normalverteilung iiber (3, und (5 nicht
ganz so einfach.

Anhaltspunkte zur Ermittlung von A und die Inferenz mit diesem Modell sollen zur
besseren Anschaulichkeit im néchsten Kapitel anhand von einfachen Simulationsbeispie-
len vorgefiihrt werden; in Kapitel 4.5 wird das Modell dann auf einen realen Datensatz
angewendet.

4.4 Anwendung des Modells fiir p=2, p=0

Zur Veranschaulichung der Funktionsweise und zur FEinschédtzung der Aussagekraft
sollen im Folgenden fiir drei einfache simulierte Datensétze Posteriori-Parameter und
Kredibilitatsintervalle berechnet werden.
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Die Vorgehensweise ist die folgende: Es werden zwei Regressionsvariablen x; und s
simuliert, standardisiert und in die Designmatrix X geschrieben. Da die Varianz des
Fehlerterms im Normal-Modell als bekannt angesehen wird, muss o2 zu Anfangs fest
gewihlt und auf dieser Basis der Fehlerterm ¢ ~ N(0, ¢?) simuliert werden. Mit Hilfe
der gewadhlten Werte von (3; und 3y wird dann die Responsevariable z berechnet und
zentriert, so dass die Schéitzung des Intercepts unnétig wird. Durch dieses Vorgehen
sind auch die geschétzten Regressionskoeffizienten in der Stérke ihrer Wirkungsweise
vergleichbar. Die Posteriori-Parameter und -Schétzungen werden dann geméfl der in
Kapitel 4.3.3 beschriebenen Formeln berechnet.

Unter Abschnitt A.2 ist eine CD beigefiigt, die die Programmierungs-Syntax enthélt,
mit der die Ergebnisse dieses Kapitels berechnet und die Schaubilder gezeichnet wurden.

Es werden drei Datensétze simuliert, die sich hinsichtlich der Stérke des Einflusses der
Parameter auf die Zielvariable, die Varianz des Storterms und der Abhéngigkeit zwi-
schen den Regressoren unterscheiden. In Abschnitt 4.4.1 wird ein simulierter Datensatz
mit relativ grofflen Regressionsparametern und kleiner Varianz untersucht, wobei die
Regressoren unabhéngig simuliert werden; im simulierten Datensatz in Abschnitt 4.4.2
sind die Parameter kleiner und dafiir die Varianz grofler; beim simulierten Datensatz in
Abschnitt 4.4.3 sind hingegen die Regressoren stark korreliert.

4.4.1 ,GroBe’' Koeffizienten, kleine Varianz

In diesem ersten Beispiel besitzen die Regressionskoeffizienten mit 8; = 1.5 und G, =1
einen relativ grofien Wert, die Varianz des Fehlerterms ist mit 02 = 0.5 dagegen relativ
klein. Der erzeugte Datensatz soll nur 20 Beobachtungen haben, da insbesondere
bei kleinen Datensédtzen die Verwendung eines Intervallwahrscheinlichkeitsmodells
angebracht scheint, weil dann die Asymptotik-Aussagen, die oft Vorraussetzung fiir
klassische Modellierungen sind, nicht oder nur eingeschrénkt gelten. Fiir den mit
diesen Angaben simulierten Datensatz ergibt sich ein Wert von 0.8356 fiir das multiple
adjustierte R2.

Mit den folgenden Abbildungen soll illustriert werden, wie sich die Wahl von A = [a, ]
sowie von By = [by, b1] und By = [by, bs] auf die Spanne der Posteriori-Erwartungswerte
von [ auswirkt.

In diesen Abbildung;en gibt es jeweils ein Schaubild fiir die resultierende Spanne
von ﬂ%l) und von ﬁzl). Da es sich bei diesen Werten um die Spanne der Posteriori-
Erwartungswerte handelt, konnen diese als intervallwertige Punktschétzungen der
gesuchten Parameter (5, und J; angesehen werden. Da die Posteriori-Verteilungen
Normalverteilungen sind, fallen Erwartungswert und Modus zusammen, so dass diese
Intervalle auch einer HPD-Punktschétzung entsprechen.
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Die durchgezogenen Linien in horizontalem Verlauf entsprechen dem Wert von ﬁj(.l),
j = 1,2, in Abhéngigkeit von a; die obere entsteht durch das Einsetzen der Werte aus
By und Bs, die 6](-1) maximieren, die untere durch das Einsetzen der Werte aus B; und
By, die ﬁ](l) minimieren (siche Gleichungen (4.24) — (4.27)). Fir gegebene Unter- und
Obergrenzen von A, die durch die senkrechten durchgezogenen Linien markiert werden,
ergibt sich somit ﬁgl) als der niedrigste und Ey) als der hochste Schnittpunkt einer
Senkrechten mit einer horizontal verlaufenden durchgezogenen Linie. Als Anhaltspunkt
ist der ,echte’ Wert von (3, als dick gestrichelte waagrechte Linie eingezeichnet; zum
Vergleich ist die Schatzung nach der Methode der kleinsten Quadrate diinn gestrichelt,
sowie die Unter- und Obergrenze des zugehorigen klassischen Konfidenzintervalls mit
Linien aus diinnen Strichen und Punkten eingetragen.

Fiir die Wahl von A werden verschiedene Vorgehensweisen untersucht. In einem ersten
Versuch soll ein zentraler’ Wert fiir a gewissermaflen datengeleitet ermittelt werden,
indem die angenommene Priori-Varianz fiir 4; und (3, mit der Schétzung dieser Varianzen
im normalen linearen Modell gleichgesetzt wird; daraus lésst sich ein Wert fiir a ableiten:

VarKQ(Bj) = o2 ((XTX)’l)

JJ

. o
VarPrior (ﬂ]) _ 03(2) _ —
1
= 4.
— a; ((XTX)_l)]] ( 30)

a und a werden dann folgendermaflen aus a; und ay erzeugt:

= min(a; — 0.5a1, as — 0.5as)
= max(a; + 0.5a;, ag + 0.5a5)

ISTRNIS]

Eine entsprechende Gleichsetzung mit dem Posteriori-Wert cr](;) fithrt nur zu negativen
Werten fiir ¢ und bietet damit keinen anwendbaren Vorschlag fiir A.

In Abbildung 4.1 ist die Wahl von A geméfl dieser datengeleiteten Strategie dargestellt;
sie fithrt zu relativ weiten Intervallen von (), es gilt

E[3 | 2] = BV e [~0.60, 2.03] V(3 |z) = o?- o= 0.011, 0.019]
E[3, | 2] = g€ [~0.73, 1.90] V(3| 2) = 0% ol)=[0.011, 0.019] .

Der Grund fiir eine solch unscharfe Schitzung fiir § liegt darin, dass A relativ grofie
Werte umfasst und somit von einer niedrigen Varianz der Werte in B; und By aus-
gegangen wird; wie in der Unterschrift der Schaubilder schon angegeben, kann aus @
(bei gegebenem B; und By) iiber die Beziehung (4.18) das ,Stichprobeniquivalent* n(®)
errechnet werden, also die Mindestgrofle einer Stichprobe, in deren Ergebnisse man das
gleiche Vertrauen setzen wiirde wie in das durch A, B; und B, ausgedriickte Vorwissen.
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Schatzung von By mit B in -2 : 2 und P in [-2; 2] Schétzung von B, mit 8 in -2 ; 2 und B2 in [-2 ; 2]
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Datengeleitete Wahl von A: A =[8.73 ; 26.2] Datengeleitete Wahl von A: A =[8.73 ; 26.2]
"Vertrauen’ in Vorwissen entsprich mind. 210 Beobachtungen "Vertrauen’ in Vorwissen entsprich mind. 210 Beobachtungen

Abbildung 4.1: Simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen und grofien Werten von (3,
weite Intervalle fiir 3, Wahl von A datengestiitzt

Die hier vorgenommene Wahl von A, B; und B; entspricht also einem ,Vertrauens-
dquivalent’ von mindestens 210 Beobachtungen, aufdatiert wurde hingegen nur auf
einer Basis von 20 Beobachtungen. Weil also bei dieser Konstellation das Vertrauen in
das unscharfe Vorwissen im Vergleich so viel grofler ist als dasjenige, das in eine aus-
zuwertende Stichprobe vom Umfang 20 gesetzt wird, kann man nur wenig ,dazulernen’
und die Intervalle fiir 5" bleiben noch relativ weit.

Andererseits fithrt eine so hohe Wahl von a und @ zu einer relativ kleinen Posteriori-
Varianz; die Varianz des KQ-Schétzers fiir #; und 35 ist mit 0.029 deutlich hoher. Die
Varianzen fiir #; und 5 sind in beiden Fillen gleich, da beide Regressoren standardisiert
wurden.

Wenn hingegen der Stichprobe ein grofles Gewicht im Vergleich zur Priori-Verteilung
gegeben werden soll, scheinen niedrigere Werte fiir @ angebracht. Uber die Bedingung
(4.18) kann umgekehrt fiir ein gegebenes ,Stichprobenidquivalent n© (bei gegebenem
B; und Bs) @ berechnet werden; a wird hier (etwas ad hoc) als halb so grof§ wie @ de-
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Schatzung von By mit B in -2 : 2 und P in [-2; 2] Schétzung von B, mit 8 in -2 ; 2 und B2 in [-2 ; 2]
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A =[1.25 ; 2.5] durch Wahi von n(® = 20 A =[1.25 ; 2.5] durch Wahl von n® = 20
"Vertrauen’ in Vorwissen entsprechend 20 Beobachtungen gewahlt "Vertrauen’ in Vorwissen entsprechend 20 Beobachtungen gewahlt

Abbildung 4.2: Simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen und grofien Werten von (3,
weite Intervalle fiir 3, Wahl von A nach Vorgabe von n(® = 20

finiert.® In Abbildung 4.2 ist das Resultat bei einer solchen Ermittlung von A dargestellt.

Wird A also so festgelegt, dass n(® = 20 gilt, wodurch Vorwissen und Beobachtungen
mit dem gleichen Gewicht in die Posteriori-Schitzungen eingehen, dann ergibt sich:

E[B | 2] = gVe [1.07, 1.69] V(3 |2) =02 ol))=10.025, 0.027]
E[3, | 2] = g€ [0.75, 1.37] V(3 |2) =02 oly)=10.025, 0.027]

Hier sind die resultierenden Intervalle fiir § deutlich schméler und von der Grofie mit
den klassischen Konfidenzintervallen vergleichbar; allerdings handelt es sich bei den

3Natiirlich kénnte auch eine kleinere Wahl von a vorgenommen werden, da die Bedingung (4.18) nur
fir @ gilt und es daher offen bleibt, wie grof die minimale Prézision bei einer Vorgabe von n(®
gewdhlt werden kann. Die Wahl von g hat jedoch in den meisten Féllen keinen Einfluss auf die
Intervalle von E[3] z], wie in den folgenden Abbildungen deutlich werden wird; der Einfluss auf die
Intervalle von V(G |z) ist auf eine Angleichung an die KQ-Schitzung der Varianz beschrinkt, die
fiir @ — 0 erreicht wird. Wahlt man also prinzipiell einen Wert von g sehr nahe bei Null, so erhilt
man als Obergrenze von V(5 |z) den Wert der KQ-Schéitzung fiir die Varianz von 3. Um aber zu
zeigen, welche Auswirkungen Werte von g haben, die grofler als Null sind, soll im Folgenden die
obengenannte ad hoc - Definition beibehalten werden.
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Intervallen fiir 3 um eine intervallwertige Punktschétzung. Ein Kredibilitéitsintervall
fiir diese Punktschétzung entspricht einem nochmals weiteren Intervall; ein Vergleich
der klassischen simultanen Konfidenzregion von f; und (3, mit der entsprechenden
Kredibilitatsregion erfolgt in Abbildung 4.4.

Die Posteriori-Varianzen von 3 sind, aufgrund der niedrigeren Werte in A, etwas grofier
geworden. Eine Verdnderung von A hat, bei gleichbleibenden Intervallen B; und Bs,
Auswirkungen auf E[Z | k] und V(5| k): bei Annahme einer niedrigeren Priori-Prézision
werden die Intervalle fiir E[3 | k] kleiner, dafiir aber die Werte in V(3| k) grofer. Ein
solcher Zusammenhang wird oft mit dem Begriff trade-off bezeichnet; eine kleinere
Varianz einer Schétzung wird hier mit grofleren Schétz-Intervallen erkauft. Im Gegensatz
zu dem Fall der Schiatzung von 3 iiber Ridge, Lasso oder Elastic Net, bei dem eine
kleine systematische Verzerrung des Schétzwerts zugelassen wird, um dessen Varianz
deutlich reduzieren zu konnen, scheint hier der Vorteil einer kleineren Varianz durch
die deutlich grofleren Schétzintervalle wieder ,aufgefressen’ zu werden; das wird im
Vergleich der beiden Kredibilitéitsregionen fiir 5 in den Abbildungen 4.3 und 4.4, die
durch zwei verschiedene Festlegungen von A erzeugt wurden, deutlich.

Die Erzeugung einer simultanen Kredibilitédtsregion fiir eine zweidimensionale intervall-
wertige Punktschitzung ist duBerst schwierig; die in (2.16) angegebene Gleichung zur
Erzeugung lautet hier folgendermafien:

e(1[& )i ([31)-41) = a0

Mit 7mga) s ( +) sei hier die zweidimensionale Normalverteilungsdichte mit Erwartungs-
wert /) und Kovarianzmatrix o2 - (1) bezeichnet.

Dies stellt ein #uBerst schwer losbares Problem dar, obwohl die Wahl von AW fiir
die Minimierungen letztendlich keine Rolle spielt, da sie nur die Lage im Koordina-
tensystem, aber nicht die Grofle oder das Wahrscheinlichkeitsgewicht einer Region
beeinflusst. Jedoch ist die untere Wahrscheinlichkeit in Gleichung (4.31) nur iiber die
Minimierung eines Wahrscheinlichkeitsbetrags beziiglich () erhéltlich, der nur indirekt
iiber eine Optimierung von £ berechenbar ist, wobei diese Optimierung wiederum von
> abhingt.

Als Surrogat fiir eine Kredibilitdtsregion soll daher die Vereinigung von Regionen
dienen, die jeweils fiir einen bestimmten Wert von B in den oben angegebenen
Intervallen fiir ﬁfl) und ﬁél) gebildet werden und deren Wahrscheinlichkeitsgewicht
beziiglich ¢ und (1) minimiert wird, so dass es gerade 7 betréigt. Diese Regionen
werden folgendermaflen generiert:

Gesucht ist der groBte Wert von &, fiir den fiir alle zulissigen 2V und fiir ein festes )
die Wahrscheinlichkeit aus (4.31) grofer als v ist. Die zulissigen Werte von X sind
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Kredibiliatsregion fiir B, und B, mit B in [-2 : 2] und B2 in [-2 ; 2]

B2

Bs

"Vertrauen’ in Vorwissen entsprich mind. 210 Beobachtungen

Abbildung 4.3: Kredibilitédtsregion fiir 3, simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen
und groBen Werten von 3, weite Intervalle fiir ¥, Wahl von A daten-
geleitet

jedoch iiber die Werte von a geméafl (4.19) — (4.21) erhéltlich, so dass die Minimierungen
nur iiber a € A getétigt werden miissen.

1. Ermittle fiir jedes £ die Werte von a € A, fiir die das Wahrscheinlichkeitsgewicht
der durch £ und a definierten Region grofier als + ist.

2. Ermittle nun diejenigen Werte von &, fiir die die in Schritt 1 erzeugte Liste von
a-Werten alle Werte aus A umfasst.

Der grofite Wert von & charakterisiert dann die gesuchte Kredibilitédtsregion zusammen
mit dem Wert von a, der fiir dieses ¢ das Wahrscheinlichkeitsgewicht der Region mini-
miert (und welches somit den Wert « hat). Schritt 2 entspricht dann der Minimierung,
iiber die sich normalerweise die untere Wahrscheinlichkeit ergibt.
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Da das in Schritt 1 zu ermittelnde Wahrscheinlichkeitsgewicht nicht analytisch bere-
chenbar ist, sollen die moglichen Werte von & und a iiber ein Gitter durchlaufen werden.
Fiir jede Wertekombination von £ und a wird dann dieses Wahrscheinlichkeitsgewicht
iiber einen gesonderten Algorithmus berechnet, der eine numerische Optimierung
beinhaltet und sich auf ein schon implementiertes Verfahren zur Berechnung von
simultanen Konfidenzregionen stiitzt. Der Algorithmus wurde in R implementiert, die
Syntax kann auf der im Anhang unter A.2 eingefiigten CD gefunden werden.

Kredibilitsregion fiir 8, und B, mit B in [-2 : 2] und P in [-2 ; 2]

Q
o

B2
1.0

0.5

0.0

0.5 1.0 15 2.0

B

'Vertrauen’ in Vorwissen entsprechend 20 Beobachtungen gewahlt

Abbildung 4.4: Kredibilitatsregion fiir 3, simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen
und groBen Werten von 3, weite Intervalle fiir 50, Wahl von A nach
Vorgabe von n(® = 20

In den Abbildungen 4.3 und 4.4 sind jeweils die klassische Konfidenzregion fiir die
KQ-Schétzung und die Kredibilitéitsregion fiir die intervallwertige Punktschétzung von
(8 dargestellt. Die dicke gestrichelte Linie markiert die a posteriori Punktschétzung
von [, die als zweidimensionales Intervall vorliegt. Die Kredibilitédtsregion fiir diese
intervallwertige Punktschétzung wird durch die dicke durchgezogene Linie umrandet.
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Zum Vergleich ist die ellipsenformige simultane Konfidenzregion mit einer Linie aus
diinnen Strichen und Punkten eingetragen. Im Zentrum dieser Konfidenzregion liegt der
Wert der KQ-Schéitzung, der mit einem kleinen Kreis gekennzeichnet ist. Der ;wahre’
Wert von 3 ist mit einem etwas grofleren Kreuz markiert.

In Abbildung 4.4 ist deutlich erkennbar, dass die Kredibilitédtsregion aus mehreren
Ellipsen zusammengesetzt ist, die eine dhnliche Form wie die Konfidenzregion aufweisen.
Die intervallwertige a posteriori Punktschiatzung enthélt den ;wahren® Wert von 3 und
hat in dieser Konstellation in etwa den gleichen Flacheninhalt wie die klassische Konfi-
denzregion; die Kredibilitdatsregion ist etwas weiter, iiberdeckt aber nicht den Nullpunkt.

In Abbildung 4.3 hingegen ist die Kredibilitdtsregion aufgrund des Ausmafles des
zweidimensionalen Intervalls von E[3]|z] sehr grof; dafiir ist aber der ,Abstand’
zwischen den Réndern des zweidimensionalen Intervalls und dessen Kredibilititsregion
(trotz des unterschiedlichen MaBstabs!) deutlich kleiner. Aus diesem Vergleich wird
aber ersichtlich, dass die Varianzreduktion durch die hcheren Werte in A sehr teuer
erkauft’ wird; trotz der niedrigeren Varianz ist die resultierende Kredibilitdtsregion
so grof}, dass es die Null {iberdeckt. Dieser Sachverhalt konnte auch einen Anhalts-
punkt liefern, wie die Entscheidung eines Tests unter komplexer Unsicherheit auf den
Einfluss der Parameter 3; und (3, ausfallen wiirde: fiir die Hypothesen Hy: 5; = 0,
By = 0 gegen Hy: By # 0, B # 0 gibt es bei dieser Wahl von A, B; und Bs, an-
ders als in Abbildung 4.4, deutliche Hinweise darauf, dass H, beibehalten werden konnte.

Das Verhalten der Schéatzintervalle fiir 8; und (5, wenn sich die Datenbasis vergroflert,
ist in den Abbildungen 4.5 und 4.6 dargestellt. Der grau schraffierte Bereich markiert die
Fldche zwischen der oberen und unteren Schitzungen fiir E[F; | z]; die KQ-Schétzung ist
hier als durchgezogene Linie eingetragen, die zugehorigen klassischen Konfidenzinterval-
le mit diinnen Linien aus Punkten und Strichen. Als Referenz ist auler dem der ,wahre’
Wert von [3; mit einer waagrechten dick gestrichelten Linie markiert. Deutlich ist zu
erkennen, wie die Intervallgrenzen fiir k& — oo néher an die KQ-Schétzung riicken, und,
zusammen mit dieser, sich dem ,wahren* Wert von (3; annéhern. Der Grund dafiir, dass
die obere Intervallgrenze sehr bald nur knapp iiber der KQ-Schéatzung zu liegen kommt,
die untere Intervallgrenze jedoch ldnger einen weiteren Abstand zur KQ-Schitzung
hélt, liegt in der Asymmetrie der Priori-Angaben B; und B,, die einen weiteren
Bereich unterhalb des ,wahren‘ Wertes abdecken. Am &hnlich gezackten Verlauf der
Intervallgrenzen und der KQ-Schitzung wird deutlich, welch enger Zusammenhang
zwischen den beiden Schitzungen besteht.

Durch den Vergleich von Abbildung 4.6 mit Abbildung 4.5 wird nochmals deutlich,
welchen Einfluss die Wahl des ,Stichprobeniquivalents’ n(®) und, wenn B; und B, nicht
verdndert werden, damit die Wahl von A hat: Je mehr Vertrauen in das (intervall-
wertige) Vorwissen gesetzt wird, desto breiter sind die resultierenden Intervalle, und
desto mehr Beobachtungen sind notig, um die Intervalllinge auf das gleiche Mafl zu
verkleinern.
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Schatzung von By mit B in -2 : 2 und P in [-2; 2] Schétzung von B, mit 8 in -2 ; 2 und B2 in [-2 ; 2]
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Abbildung 4.5: Schétzintervalle fiir 5 bei k — oo, simulierter Datensatz mit 20 Beob-
achtungen und grofen Werten von 3, weite Intervalle fiir 50, Wahl von
A nach Vorgabe von n® = 20

Wenn der Einfluss der Beobachtungen auf das Posteriori-Ergebnis der Inferenz ver-
grofert werden soll, konnten auch die Priori-Mengen B; und By verkleinert werden,
um das ,Stichprobeniquivalent’ n(® zu verringern. Bei dieser Strategie lduft man
jedoch Gefahr, sich in einer ,prior-data conflict'- Situation wiederzufinden. Auch wenn
im vorigen Kapitel das Ergebnis war, dass die Intervalle fiir von ™M und g1 schon
in gewisser Weise von der Beobachtung abhéngen, sollte eine solche Situation, wenn
moglich, vermieden werden, da nicht klar ist, in welcher Weise das Modell genau darauf
reagiert.

Um aber auch den Effekt von kleineren Priori-Intervallen fiir E[3|z] beispielhaft
zu illustrieren, sollen in den Abbildungen 4.7 und 4.8 die resultierenden Inter-
valle dargestellt werden, wenn angenommen wird, dass die Intervalle fiir ﬁgo) mit
By = [1, 2] und fiir 550) mit By = [0.5, 1.5] angegeben werden konnen. Wieder sollen
die beiden oben vorgestellten Methoden zur Ermittlung von A zur Anwendung kommen.

94



4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Schatzung von By mit B in -2 : 2 und P in [-2; 2] Schétzung von B, mit 8 in -2 ; 2 und B2 in [-2 ; 2]
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Abbildung 4.6: Schétzintervalle fiir 5 bei k — oo, simulierter Datensatz mit 20 Beob-
achtungen und grofen Werten von 3, weite Intervalle fiir 50, Wahl von
A nach Vorgabe von n(® = 100

Bei einer ,datengeleiteten’ Wahl von A ergibt sich somit:

E[3 | 2] = 8% e [1.20, 1.85] V(31| z) =0 ol))=[0.011, 0.019]
E[3; | 2] = Ve [0.74, 1.39] V(3 |2) =02 oly)=10.011, 0.019]

Da bei einer ,datengeleiteten’ Wahl von A die Werte von b, und b, nicht eingehen,
ergeben sich hier die gleichen Werte fiir ¢ und @ wie bei der Wahl von umfassenderen
Intervallen B; und Bs; der Wert des ,Stichprobeniquivalents® n(®) reduziert sich hinge-
gen. Die in Abbildung 4.7 resultierenden intervallwertigen Punktschétzungen fiir 4; und
(5 sind deutlich schméler als bei Abbildung 4.1 und haben jetzt ungefdhr den Umfang
der klassischen Konfidenzintervalle. Die Reduzierung der Lénge der Priori-Intervalle B
und B, auf jeweils ein Viertel hat hier also einen dhnlichen Effekt wie die Reduzierung
des ,Stichprobenédquivalents® auf etwa ein Zehntel.
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Schétzung von By mit 8 in [1 ; 2 und B in [0.5 ; 1.5] Schétzung von B, mit 8 in [ ; 2 und B in [0.5 ; 1.5]
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Abbildung 4.7: Simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen und grofien Werten von (3,
schmélere Intervalle fiir 5(%), Wahl von A datengestiitzt

Bei einer Wahl von A gemiB n(® = 20 folgt ¢ = 1.6 und @ = 3.2 und es ergibt sich

E[3 | 2] = 8V e [1.44, 1.63] V(31| 2) = 0? - ol))=[0.024, 0.026]
E[3: | 2] = Ve [1.04, 1.23] V(B3| 2) = 02 - o) = [0.024, 0.026]

Die resultierenden Intervalle sind jetzt, wie in Abbildung 4.8 erkennbar, sehr viel
kleiner als die klassischen Konfidenzintervalle geworden, was dadurch ermdoglicht
wird, dass das Wissen aus den Daten mit dem gleichen Gewicht wie das Vorwissen
in die Schétzungen eingeht. Allerdings zeigen sich hier mogliche Probleme bei einer
Reduzierung der Priori-Intervalle B; und B, fiir §: Die intervallwertige Punktschétzung
fiir B, enthélt, anders als bei den bisherigen Eingabewerten, nicht mehr den ,wahren
Wert, der durch die dicke gestrichelte Linie markiert ist, und das, obwohl theoretisch
kein ,prior-data conflict’ vorliegt. Die Asymptotik-Aussage beziiglich B fir a — 0
ist hier besonders deutlich sichtbar: je kleiner der Wert fiir a, desto enger ziehen
sich die Posteriori-Intervalle fiir  um B zusammen. Je dhnlicher die intervallwertige
Punktschétzung B wird, desto eher treffen die Eigenschaften der KQ-Schitzung auch
auf die intervallwertige Punktschidtzung zu, die zwar erwartungstreu ist, aber unter
Umsténden eine hohe Varianz aufweist und deswegen, wie hier der Fall, auch deutlich
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Schétzung von By mit 8 in [1 ; 2 und B in [0.5 ; 1.5] Schétzung von B, mit 8 in [ ; 2 und B in [0.5 ; 1.5]

o o
o o 7
«© _] «© _]
i -
©o | // ©o |
— 1 —

Bl e e Y P A

P
< I = |
— —
& &
o~ L o~ ///
< 7 [ - | —
\\
o | I S O
i -
[ee) (<o 2 i e
o 7| o 7|
© ©
[SE [SE
T T T T 1 T T T T 1
15 2.0 25 3.0 35 1.5 2.0 25 3.0 35
A =[1.6 ; 3.2] durch Wahi von n® = 20 A =[1.6 ; 3.2] durch Wahl von n® = 20
"Vertrauen’ in Vorwissen entsprechend 20 Beobachtungen gewahlt "Vertrauen’ in Vorwissen entsprechend 20 Beobachtungen gewahlt

Abbildung 4.8: Simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen und grofien Werten von (3,
schméilere Intervalle fiir 50, Wahl von A nach Vorgabe von n(®) = 20

,daneben liegen‘ kann.

Die Kredibilitdtsregion, die sich fiir diese Wahl von A, B; und B, ergibt, ist in
Abbildung 4.9 zu sehen. Auch hier ist ersichtlich, dass die Punktschatzung fiir G als
zweidimensionales Intervall nicht mehr den ,wahren‘ Wert iiberdeckt; deutlich ist auch
zu sehen, wie sich das zweidimensionale Intervall auf B zusammenzieht.

Schliefflich soll noch gezeigt werden, wie sich eine Wahl von A, B; und B, auswirkt, die
getroffen wird, um sehr schwaches Vorwissen zu modellieren, um einer Modellierung von a
priori Nichtwissen nahe zu kommen. A soll geméf der Vorschlige fiir n(®) gewihlt werden,
die fiir das IDM vorliegen (siche Abschnitt 2.5, () entspricht n(?)), also 1 < n(® < 2.
Mit einer sicherheitshalber noch weiteren Wahl von B; = By = [—3, 3] fiihrt dies zu
den Werten a = 1—18 ~ 0.056 und @ = é ~ 0.111. Die Posteriori-Schétzungen fiir 5 lauten
dann

E[B, | 2] = BV e [1.50, 1.55] V(B |2) = 0% o= 1[0.028, 0.029]
EB | 2] = g€ [1.12, 1.17] V(3 |2) =02 oly)=1[0.028, 0.029]
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Kredibilitsregion fiir By und By mit B in [1; 2] und 8% in [0.5 ; 1.5]
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Abbildung 4.9: Kredibilitédtsregion fiir 3, simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen
und groBen Werten von (3, schmilere Intervalle fiir 3%, Wahl von A nach
Vorgabe von n(® = 20

die graphische Darstellung ist in Abbildung 4.10 zu sehen, die zugehorige Kredibi-
litdtsregion ist in Abbildung 4.11 dargestellt.

Da n(® sehr klein gewihlt wurde, liegen die resultierenden Intervallgrenzen fiir ™)
trotz der recht umfangreichen Priori-Intervalle B; und B, sehr nahe bei ﬁ . Das sehr
unscharfe Vorwissen beziiglich der Lage von [ hat also nicht zur Folge, dass das
Wissen nach der Aufdatierung immer noch sehr unscharf ist; dieses Verhalten ist sehr
zufriedenstellend. Auflerdem ist hier auch ersichtlich, dass durch die Wahl von einem
sehr kleinen Wert von n(®) sich die Posteriori-Varianz fiir § tatséchlich an die Varianz
des KQ-Schétzers annéhert. In Abbildung 4.11 ist die Punktschétzung fiir § kaum noch
erkennbar, da es sich um ein sehr kleines zweidimensionales Intervall handelt; auch die
Kredibilitatsregion ist nun kaum noch weiter als das klassische Konfidenzintervall.
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Schatzung von By mit B in -3 : 3] und P in [-3; 3] Schétzung von B, mit 8 in -3 ; 3] und B2 in [-3 ; 3]
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Abbildung 4.10: Simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen und grofien Werten von (3,
Wahl von A, B; und Bs, um sehr schwaches Vorwissen zu modellieren

Es kann also konstatiert werden, dass das Modell ein verniinftiges und nachvollzieh-
bares Verhalten beziiglich der gezeigten Félle des Vorwissens zeigt. Auch bei der
Modellierung von a priori Nichtwissen, bei der By und Bs weit und der Bereich der
Priori-Prézision A klein gewéahlt wird, kénnen relativ exakte Ergebnisse gefunden
werden. Mochte man hingegen vorsichtigere Inferenzergebnisse erzielen, kann man
entweder die Priori-Intervalle fiir den Regressionsparameter verbreitern, oder @ hoher
ansetzen und somit davon ausgehen, dass man sich der unscharfen Angaben von B
und B, sicherer ist. Es scheint erst einmal kontra-intuitiv, die Priori-Prézision zu
erhohen, um unschérfere Posteriori-Aussagen zu erhalten; man sollte aber A nicht mit
der Posteriori-Préazision der Schétzungen fiir § verwechseln und sich klar machen, dass
eine hohe Wahl von @ einen hohen Wert von n(® zur Folge hat, weshalb das unscharfe
Vorwissen beziiglich [ stérker ins Gewicht fallt und somit zur Verbreiterung der
Posteriori-Intervalle fithrt. Eine Vergegenwirtigung der Asymptotik-Aussagen in Kapi-
tel 4.3.3 kann ebenfalls zum Verstdndnis dieses nicht sofort einleuchtenden Sachverhalts
beitragen. In jedem Fall liefert n(®) eine zentrale Interpretation der gesamten Stirke des
in A, By und B, formulierten Vorwissens und kann iiber den Vergleich mit der Anzahl
der Beobachtungen, die fiir die Schiatzung zur Verfiigung stehen, veranschaulicht werden.
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Kredibilistsregion fiir B, und B, mit B2 in [-3 : 3] und B in [-3 : 3]
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Abbildung 4.11: Kredibilitdtsregion fiir 3, simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen
und groflen Werten von 3, Wahl von A, B; und B,, um sehr schwaches
Vorwissen zu modellieren

In den folgenden beiden Abschnitten soll nun das Verhalten des Modells in zwei anderen
Datensituationen beschrieben und gezeigt werden. Eine abschlieende Interpretation und
eine Zusammenfassung der Ergebnisse findet dann in Kapitel 5.1 statt.
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4.4.2 kleine' Koeffizienten, groBe Varianz

In diesem Abschnitt soll das Verhalten des Modells bei Regressoren mit schwécherem
Einfluss und einem grofleren Storterm betrachtet werden. Der Datensatz wird in gleicher
Weise wie im letzten Abschnitt erzeugt, nur dass hier die ,wahren‘ Werte von 3; 0.5
und von [ 0.1 betragen, und dass 0? = 3 gilt. Damit ergibt sich ein Wert von nur
0.0317 fiir das multiple adjustierte R2.

Zuerst soll A aus der Festlegung n(®) = 20 abgeleitet werden. Fiir die Vergleichbarkeit
mit den Beispielen aus dem vorigen Abschnitt soll wieder By = By = [—2, 2] gewéhlt
werden, so dass sich die gleichen Grenzen fiir A, a = 1.25 und @ = 2.5 ergeben.

In Abbildung 4.12 ist die Ermittlung der Parameter dargestellt; Abbildung 4.13 zeigt
die Kredibilitétsregion.

Schatzung von By mit B in -2 : 2 und P in [-2; 2] Schétzung von B, mit 8 in -2 ; 2 und B9 in -2 ; 2]
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Abbildung 4.12: Simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen und kleinen Werten von
(3, Wahl von A nach Vorgabe von n® = 20

Mit diesem neuen Datensatz gilt nun
E[3 | 2] = 8Ve [0.21, 0.83] V(3 |2) =02 ol))=1[0.149, 0.159]
E[3, | 2] = g€ [0.13, 0.75] V(3 |2) =02 ol)=[0.149, 0.159] .
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Trotz der hohen Varianz dndert sich die Léange des Posteriori-Intervalls fiir 3 nicht im
Vergleich zum ersten Datensatz, da nur X und nicht 2z einen Einfluss auf die Lénge
des Intervalls hat, und fiir beide Datensétze die Regressoren standardisiert wurden.
Die resultierende Lénge ist dieses Mal jedoch nicht vergleichbar mit der Lénge der
Konfidenzintervalle fiir die KQ-Schitzung, da in deren Berechnung ja o2 eingeht.
Aufgrund der hohen Varianz, der niedrigen ,wahren‘ Parameter und dem geringen
Stichprobenumfang ist eine korrekte Schéitzung von [ natiirlich schwierig; daher ist die
KQ-Schéatzung fiir 85 so weit von 0.1 entfernt, und die intervallwertige Punktschétzung
fiir G5 enthélt knapp nicht mehr diesen ,wahren‘ Wert.

Kredibiliztsregion fiir 8, und B, mit B in [=2 : 2] und B in -2 ; 2]
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Abbildung 4.13: Kredibilitatsregion fiir 3, simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen
und kleinen Werten von 3, Wahl von A nach Vorgabe von n(® = 20

In Abbildung 4.13 ist die klassische simultane Konfidenzregion aufgrund der héheren
Varianz o2 deutlich gréBer als in Abbildung 4.4, ebenso die Kredibilititsregion, obwohl
das zugrundeliegende zweidimensionale Intervall die gleiche Fldche besitzt.
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Schatzung von By mit B in -3 : 3] und P in [-3; 3] Schétzung von B, mit 8 in -3 ; 3] und B2 in [-3 ; 3]
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sehr geringem 'Vertrauen’ in Vorwissen (1-2 Beobachtungen) sehr geringem 'Vertrauen’ in Vorwissen (1-2 Beobachtungen)

Abbildung 4.14: Simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen und kleinen Werten von
(3, Wahl von A, B; und B,, um sehr schwaches Vorwissen zu modellieren

Nun soll auch fiir diesen simulierten Datensatz sehr schwaches Vorwissen modelliert
werden, indem die gleichen Werte fiir A, By und Bs wie im letztem Beispiel des vorigen
Abschnitts angenommen werden sollen.

Mit By = By = [-3, 3], n(¥) € [1, 2] und somit A = [0.056, 0.111] gilt

E[3 | 2] = 8V e [0.55, 0.60] V(3 |2) = 0% olV=0.1706, 0.1712]
E[3, | 2] = "€ [0.45, 0.50] V(3 |2) =o?- oly)=1[0.1706, 0.1712] .

Die Posteriori-Intervalle werden nun wieder sehr schmal; aufgrund der duflerst niedri-
gen Wahl von n® sind die Ergebnisse sehr dhnlich zu denen einer KQ-Schiitzung (die
Varianz der KQ-Schétzung betrégt 0.1718). In Abbildung 4.14 und 4.15 sind die Ergeb-
nisse graphisch dargestellt; die Intervalle fiir 3; und 3 sind offensichtlich sehr klein; die
simultane Konfidenzregion und die Kredibilitdtsregion sind praktisch deckungsgleich.
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Kredibilistsregion fiir B, und B, mit B in [-3 : 3] und B in [-3 : 3]
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Sehr geringes Vertrauen in Vorwissen entsprechend 1 — 2 Beobachtungen gewahlt

Abbildung 4.15: Kredibilitdtsregion fiir 3, simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen
und kleinen Werten von (3, Wahl von A, By und By, um sehr schwaches
Vorwissen zu modellieren

104



4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

4.4.3 Multikollinearitat

Ein h&ufiges Problem bei der Regressionsanalyse ist das der Multikollinearitéat. Mit
diesem Begriff werden Datensituationen bezeichnet, in denen die Regressoren un-
tereinander stark korreliert sind und somit starke lineare Abhéngigkeiten zwischen
diesen bestehen. In solchen Situationen ist die KQ-Schédtzung zwar noch immer
erwartungstreu, deren Varianz wird aber so hoch, dass das Ergebnis im konkreten Fall
stark daneben liegen kann; oft kann es sogar passieren, dass das Vorzeichen von B
falsch ist. Die Konfidenzintervalle bleiben korrekt, sind dann aber dementsprechend weit.

Der Datensatz wird fiir diesen Fall folgendermafien simuliert: Die Werte der Regressions-
variablen sind standardisierte Realisationen einer zweidimensionalen Normalverteilung
mit Korrelation p, = 0.9; in der Simulation fiithrt dies zu einem Wert der Konditionszahl
von 6.12. Die Regressionskoeffizienten werden mit 5, = (B, = 0.85 mittelgrofl gewihlt,
die Varianz des Fehlerterms soll mit 2 = 1 einen moderat Wert haben.

Damit ergibt sich im simulierten Datensatz ein multiples adjustiertes R? von 0.6552.
Die Schétzung fiir die Varianz von (3 ist nun tatséchlich sehr viel grofler, als es die
moderate Varianz erwarten liele, ndmlich 0.521.

Wieder sollen die Intervalle fiir 3" zunsichst mit denselben Werten fiir A, B; und B, wie
im ersten Beispiel des vorigen Kapitels berechnet werden. Dort wurde By = By = [—2, 2]
gewihlt, und durch die Festsetzung von n(®) = 20 A = [1.25, 2.5] ermittelt.

E[B | 2] = BV e [~0.60, 2.27] V(3 |2) = 0% ol)=0.156, 0.237]
E[3, | 2] = BV [—0.47, 2.40] V(3| 2) =02 ol))=[0.156, 0.237] .

Die Ergebnisse sind auch in den Abbildungen 4.16 und 4.17 dargestellt. Wie in
Abbildung 4.16 deutlich wird, sind nun die Posteriori-Intervalle fiir 5% trotz der
gleichen Werte fiir A, By und B, auf einmal sehr viel breiter als in Abbildung 4.12;
auch das klassische Konfidenzintervall fiir 5; und (35 ist breiter geworden, jedoch nicht
im gleichen Mafle wie die intervallwertigen Punktschiatzungen des Normal-Modells.
Hier zeigt sich ein Vorteil der in Abschnitt 4.3.3 etwas verstorenden Abhéngigkeit der
Intervalllinge von ﬂj(-l) von X. Die Intervalle fiir ﬂj(-l) sind in der Lage, die Unsicherheit
der Schitzung aufgrund der Kollinearitdat direkt zu reflektieren, wiahrend die Schétzung
B allein diese Unsicherheit nicht vermitteln kann, sondern nur iiber die Angabe der
Konfidenzintervalle.

Auch die in Abbildung 4.17 dargestellte zugehorige Kredibilitdtsregion macht im Ver-
gleich zu Abbildung 4.13 deutlich, dass man sich hier in einer vollig anderen Situation
befindet. Die Form sowohl der Kredibilitits- als auch der Konfidenzregion liefert
einen starken Hinweis darauf, dass zwischen den Regressoren eine starke Abhéngigkeit
besteht. Die tendenziell negative Korrelation zwischen den Schétzwerten von (; und
(5, die sich in den anderen simulierten Datensétzen auch schon durch die Form der
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Schatzung von By mit B in -2 : 2 und P in [-2; 2] Schétzung von B, mit 8 in -2 ; 2 und B2 in [-2 ; 2]
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Abbildung 4.16: Simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen und hoher Kollinearitét
der Regressoren, Wahl von A nach Vorgabe von n(®) = 20

Kredibilitats- und Konfidenzregion angedeutet hatte, ist hier besonders deutlich sichtbar.

Fiir diesen dritten Datensatz sollen nun auch die Schétzintervalle fiir sehr schwaches
Vorwissen, das in gleicher Weise wie bei den vorigen simulierten Datensétzen modelliert
wird, angegeben werden.

E[3 | 2] = 8% e [0.45, 1.05] V(B3| 2) =02 ol))=[0.470, 0.494]
E[3; | 2] = 8V e [0.87, 1.47] V(3 |2) = 02 - oly)=[0.470, 0.494]

Wie bisher werden im Vergleich zur vorigen Wahl von A die Intervalle wesentlich
kleiner. Sie sind im Resultat hier jedoch nicht so klein wie etwa in Abbildung 4.14,
so dass auch bei dieser Wahl von A die Andersartigkeit der Situation deutlich wird.
Auffallig ist ebenso, dass der Unterschied der Posteriori-Varianzen zur entsprechenden
KQ-Schéatzung hier noch deutlich gréfler bleibt.

Deshalb ist, wie aus Abbildung 4.19 ersichtlich, der Unterschied zwischen der Konfidenz-

und der Kredibilitdtsregion hier ebenfalls viel grofler als noch in Abbildung 4.15, die
dort fast deckungsgleich waren; die Schitzung unter Beriicksichtigung von komplexer
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Kredibiliatsregion fiir B, und B, mit B in [-2 : 2] und B2 in [-2 ; 2]

ﬂ- —
p
o — L,
-\ .---:.\_ ......................
~ ‘ N
“ o
A N N
o N . ~:
- ]
|
o
|
| | | | | | |
-2 -1 0 1 2 3 4
B
"Vertrauen’ in Vorwissen entsprechend 20 Beobachtungen gewahlt
Abbildung 4.17:

Kredibilitatsregion fiir 3, simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen

und hoher Kollinearitét der Regressoren, Wahl von A nach Vorgabe von
©0) =90
n

Unsicherheit verdeutlicht also in viel starkerem Mafle, wie unsicher und ungenau die
Schatzung des Regressionsparameters im Falle von Multikollinearitét sein kann.
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Schatzung von By mit B in -3 : 3] und ¥ in [-3; 3] Schétzung von B, mit 8 in -3 ; 3] und B2 in [-3 ; 3]
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Abbildung 4.18: Simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen und hoher Kollinearitét
der Regressoren, Wahl von A, B; und Bs, um sehr schwaches Vorwissen
zu modellieren
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Kredibilistsregion fiir B, und B, mit B in [-3 : 3] und B in [-3 : 3]
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Sehr geringes Vertrauen in Vorwissen entsprechend 1 — 2 Beobachtungen gewahlt

Abbildung 4.19: Kredibilitdtsregion fiir 3, simulierter Datensatz mit 20 Beobachtungen
und hoher Kollinearitdt der Regressoren, Wahl von A, B; und Bs, um
sehr schwaches Vorwissen zu modellieren
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

4.5 Datenbeispiel
4.5.1 Die AIRGENE-Studie

Die Daten, anhand der die Funktionsweise des Normal-Modells unter komplexer
Unsicherheit unter realen Bedingungen demonstriert werden soll, stammen von der
AIRGENE-Studie. Die AIRGENE-Studie untersucht den Zusammenhang zwischen
Luftschadstoffen und Entziindungsmarkern im Blut [Peters et al., eingereicht] und ba-
siert unter anderem auf dem KORA Herzinfarkt-Register Augsburg [Lowel et al. 2005].
Hier wurde ein Auszug aus dem Datensatz, ndmlich die mittleren Fibrinogen-
Konzentrationen, das Alter und der Body-Mass-Index (Gewicht/(Korpergrifie)?) von
Probanden der Studie als Beispiel verwendet.

AIRGENE steht fiir ,Air Pollution and Inflammatory Response in Myocardi-
al Infarction Survivors: Gene-Environment Interaction in a High Risk Group“
[Peters et al., eingereicht]. Es handelt sich um eine von der EU finanzierte Panel-Studie,
die sich auf Erhebungen in sechs européischen Stéddten stiitzt. In Athen, Augsburg,
Barcelona, Helsinki, Rom und Stockholm wurden jeweils ca. 200 Probanden rekrutiert,
die schon einen Herzinfarkt iiberlebt hatten. Die Probanden wurden in einer ersten
Basis-Untersuchung genau nach ihren Lebensumstdnden befragt, und es wurde ihnen
eine erste Blutprobe abgenommen; weitere fiinf bis sieben Untersuchungen pro Proband
erfolgten dann im Abstand von etwa vier Wochen. Bei diesen Folgeuntersuchungen wur-
de jeweils ein Kurz-Fragebogen ausgefiillt und eine erneute Blutabnahme vorgenommen.
Waihrend der Studiendauer wurden verschiedene Wetter- und Luftschadstoffvariablen,
unter anderem auch die Feinstaubkonzentration, auf stiindlicher Basis gemessen.

Entziindungsmarker wie Fibrinogen sind Indikatoren fiir Entziindungsprozesse im
menschlichen Korper. Um eine entziindliche Erkrankung handelt es sich auch bei der
Arteriosklerose, bei der sich Ablagerungen in den Blutgeféfien bilden. Brechen solche
Ablagerungen in den Herzkranzgefiflen auf, konnen Blutgerinnsel einzelne Gefafle
verstopfen und eine Herzregion von der Blutzufuhr abschneiden, so dass es zum
Herzinfarkt kommt.

Epidemiologische Studien haben beobachtet, dass auch Ubergewicht mit einem Anstieg
der Entziindungsparameter im Blut assoziiert ist [Thorand et al. 2006]. Ebenso steigen
Entziindungsmarker im Blut héufig mit dem Alter an.

Das in dieser Arbeit entwickelte Normal-Modell unter komplexer Unsicherheit in
der in Kapitel 4.3.3 vorgestellten rechnerisch direkt anwendbaren Version soll nun
hier verwendet werden, um den Einfluss des Alters und des BMI, einer Mafizahl fiir
Ubergewicht, auf den Entziindungsmarker-Spiegel zu modellieren. Zielvariable ist die
iiber die wiederholten Blutuntersuchungen gemittelte Fibrinogen-Konzentration fib
der Probanden, die iiber das KORA-Herzinfarktregister am Zentralklinikum Augsburg
rekrutiert wurden; als Pradiktoren werden das Alter in Jahren (age) und der Body-
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Mass-Index (bmi), gemessen als ,Gewicht in kg/(Kérpergrofie in m)* in das Modell
aufgenommen.

Um einer Voraussetzung des linearen Regressionsmodells, ndmlich der Normalverteilung
der Residuen, zu entsprechen, muss die Zielvariable fib logarithmiert werden. Damit
eine Schéatzung des Intercepts im Normal-Modell unnétig gemacht werden kann, werden
analog zum Vorgehen bei den simulierten Datensétzen die Regressoren standardisiert
und die Zielvariable zentriert. Die mit einer solchen Datenbasis ermittelten sogenannten
standardisierten Regressionskoeffizienten lassen sich zu den eigentlichen, interpretierba-
ren Koeffizienten folgendermafien transformieren:

1 _
ﬁage = \/ﬁ ’ ﬁage (432)
1 _
Bomi = W * Bomi (4.33)
Bo = E[log(fib)] — E[age] - fage — E[bmi] - Bomi (4.34)

Bage bezeichnet dabei hier die gewthnliche Schitzung des Regressionsparameters fiir die
(nicht standardisierte) Variable age aus dem linearen Modell (mit Intercept f), Bage
bezeichnet hingegen die zugehorige Schétzung aus dem Modell mit den standardisierten
Regressoren und zentrierter Zielvariable. Die Erwartungswerte und Varianzen kénnen
in der Anwendung durch ihre jeweiligen erwartungstreuen Schitzungen ersetzt werden.

Nach der Schiitzung von o2, der Varianz es Fehlerterms e, die iiber die bekannte
erwartungstreue Schiitzung 62 mittels der Residuen eines gewdhnlichen linearen Modells
erfolgt, kann das Normal-Modell unter komplexer Unsicherheit wie im vorigen Kapitel
angewendet werden.

Zur inhaltlichen Ermittlung des bendtigten Priori-Intervalls fiir Bage wird als Aus-
gangspunkt der minimal und maximal mogliche Wert fiir die Variablen age geméf
der Einschlusskriterien der Studie mit 35 bzw. 80 angenommen; diese Grenzwerte
werden unter Verwendung der im Datensatz ermittelten Gréflen standardisiert und in
Beziechung zu der zentrierten Zielvariable log(fib) gesetzt, deren minimal und maximal
moglicher Wert sehr vorsichtig mit —1 bzw. 1 festgesetzt werden kann. Somit ergibt sich
a priori, bei vergroflernder Rundung des Intervalls, nge € [-0.5, 0.5]. Zur Ermittlung
des Priori-Intervalls fiir ﬁbmi wird analog vorgegangen; in Ermangelung eines offiziellen
Ein- oder Ausschlusskriteriums (jedoch unter der Annahme, dass massiv iiber- oder
untergewichtige Personen nicht die Studie aufgenommen wurden) werden die Unter-
und Obergrenze fiir die Variable bmi mit 15 bzw. 50 festgesetzt.* Daraus folgt a priori
Bomi € [—0.3, 0.3].

4Eine 1,6 m groBe Person woge mit einem Body-Mass-Index von 15 nur 38.4 kg; eine 1,7 m grofie
Person woge mit einem Body-Mass-Index von 50 hingegen 144.5 kg.
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4.5.2 Analyse bei ,datengeleiteter' Wahl von A

Zunichst soll noch einmal fiir die Wahl von A die Strategie verfolgt werden, einen
zentralen® Wert fiir a iiber einen Vergleich mit der Varianzschiatzung im KQ-Modell
zu erhalten; im darauf folgenden Abschnitt soll dann die ebenfalls in 4.4 erlduterte
Strategie zur Modellierung von sehr schwachem Vorwissen angewendet werden.

Da im vorigen Abschnitt schon der verniinftigerweise zu erwartende Rahmen fiir die
Parameter Bage und ﬁmei in konservativer Weise ermittelt wurde und damit die Mengen
By und B, feststehen, kann ein zentraler’ Wert von a bei einer ,datengeleiteten® Wahl
direkt mittels der Gleichung (4.30) abgeleitet werden. Bei gleichem Vorgehen wie im Falle
der simulierten Datenstze ergibt sich A = [96.5, 289.5], was zu einem Wert von n(®) = 99
fithrt. Das in A, Bage und Byy; ausgedriickte Vorwissen wird also mit einem etwa halb
so groflen Gewicht wie die Stichprobe, die den Umfang 199 hat, in die Schatzungen
eingehen. Die Schitzung der sogenannten standardisierten Regressionskoeffizienten, also
der Parameter beziiglich der linearen Regression mit standardisierten Regressoren, liefert

im Normal-Modell folgendes Ergebnis:

E[,z | log(fib)] =[—0.28, 0.34]  V(f,,, | log(£ib)) =[0.000050, 0.000083]
E[3,,; | log(fib)] =[-0.18, 0.22] V(B | log(fib)) =[0.000050, 0.000083]

Die resultierende Intervalle fiir die Schétzungen der Regressionskoeffizienten sind relativ
breit, die Posteriori-Grenzen haben sich noch nicht sehr weit von ihren Priori-Werten
entfernt. Die resultierenden Posteriori-Varianzen sind jedoch geradezu winzig, da auf-
grund der Wahl von A die a priori angenommenen Varianzen fiir den standardisierten
Regressionsparameter ebenfalls sehr klein waren. (Die Unter- und Obergrenzen der
Priori-Varianz bei dieser Wahl von A betragen 0.000084 bzw. 0.00025.) In Abbildung
4.20 kann eine Darstellung der Ermittlung der Intervallgrenzen analog zu den Darstel-
lungen im vorigen Kapitel gefunden werden; die waagrechten Referenz-Linien stellen
wieder die KQ-Schiatzung und das zugehorige Konfidenzintervall dar.

Werden die erhaltenen Parameter geméf der Gleichungen (4.32) — (4.34) transformiert,
ergeben sich folgende Werte:

E[Bage | log(fib)]
IE[Bpni | log(£iDb)]
E[3 | log(£ib)]

Diese messen jetzt den Einfluss auf der ,urspriinglichen‘ Skala und koénnen mit dem
Ergebnis der KQ-Schétzung verglichen werden:

[—0.0314, 0.0371]  V(Bage | log(£ib)) =[6.13-1077, 1.02- 1079
[—0.0451, 0.0544]  V(Bops | log(£fib)) =[3.15-107% 5.26 - 1079
[—2.67, 4.43]

Bge = 0.00762 V(B,ge) = 1.54- 107
Bons = 0.0131 V() = 7.93 - 1076
By = 0.342
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Abbildung 4.20: AIRGENE-Datensatz mit 199 Beobachtungen, Wahl von A datengelei-
tet’, Koeffizienten zu standardisierten Regressoren

Wie sich zeigt, konnen bei der datengleiteten Wahl von A die Parameter noch nicht
von Null unterschieden werden, da die intervallwertige Punktschéitzung fiir beide
Regressoren die Null iiberdeckt. Da aufgrund des Wertebereichs von age und bmi
die Parameterschitzungen fiir die standardisierten Variablen in sehr kleine Werte
transformiert werden miissen, bewegen sich auch die zugeho¢rigen Varianzen nach der
Transformation auf einer noch kleineren Skala als zuvor. Geméfl der theoretischen
Erkenntnisse aus Kapitel 4.3.3 sind sie jeweils kleiner als die Varianzschitzungen fiir B .

In Abbildung 4.21 ist die Situation fiir die ,echten‘ Parameter des Modells dargestellt;
die oben aufgefithrten KQ-Schétzungen sind zum Vergleich eingetragen. Auch hier
zeigt sich die Weite der Posteriori-Intervalle im Vergleich zu den klassischen Konfiden-
zintervallen; zur besseren Anschaulichkeit sind die Schitzungen fiir G.,e und Bon; auf
verschiedenen Skalen angegeben. Natiirlich enthalten auch die ,zuriicktransformierten’
intervallwertigen Punktschétzungen die Null.

Wie in Kapitel 4.4 sollen auch hier die simultane Konfidenzregion und die erhaltene
Kredibilitatsregion dargestellt werden; fiir die standardisierten Koeffizienten kénnen
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Abbildung 4.21: AIRGENE-Datensatz mit 199 Beobachtungen, Wahl von A  datengelei-
tet’, Koeffizienten zu normalen‘ Regressoren des Confounder-Modells

diese in Abbildung 4.22, fiir die ,echten‘, nicht standardisierten Koeffizienten in
Abbildung 4.23 gefunden werden.

An Abbildung 4.22 wird noch einmal der eklatante Groflenunterschied zwischen der
simultanen Konfidenzregion und der Kredibilitatsregion bei der ,datengeleiteten Wahl
von A deutlich. Die Tatsache, dass die simultane Konfidenzregion fast kreisférmig ist,
bestétigt die inhaltliche Vermutung, dass die Korrelation zwischen den Regressoren age
und bmi als sehr niedrig angesehen werden kann.

In Abbildung 4.23 ist die Kredibilitéitsregion fiir die Parameter dargestellt, die zu den
,echten’| nicht standardisierten Regressoren gehoren. Aufgrund der unterschiedlichen
Transformations-Faktoren fiir Bage und Bbmi andert sich die Form der intervallwertigen
Punktschétzung von einem Jiegenden‘ zu einem ,stehenden‘ Rechteck; aus diesem Grund
ist, anders als in Abbildung 4.22, auch die Interpretation der Form der simultanen Kon-

fidenzregion im Hinblick auf Kollinearitidt nicht mehr so einfach méoglich.
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Abbildung 4.22:

4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Kredibilitatsregion fir Eage und Bbmi mit A = [96.5 ; 289.5]
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'Vertrauen’ in Vorwissen entsprich mind. 99 Beobachtungen

Kredibilitétsregion fiir ﬁNage und f,,,, AIRGENE-Datensatz mit 199 Be-
obachtungen, Wahl von A datengeleitet’, Koeffizienten zu standardi-
sierten Regressoren
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Abbildung 4.23:

4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Kredibilitatsregion fr Bage und Bpmi Mit A =[96.5 ; 289.5]
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Kredibilitatsregion fiir fage und Bpni, AIRGENE-Datensatz mit 199 Be-
obachtungen, Wahl von A ,datengeleitet’, Koeffizienten zu ,normalen’
Regressoren des Confounder-Modells
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

4.5.3 Analyse bei der Wahl von n(”) gemaB einer Strategie der
Modellierung von sehr schwachem Vorwissen

In diesem Abschnitt soll nun eine Auswertung vorgenommen werden, bei der den In-
formationen in der Stichprobe mehr vertraut wird als bei der Auswertung im vorigen
Abschnitt. Analog zur Vorgehensweise in Kapitel 4.4 soll nun das ,Stichprobenéquivalent
n©) auf Werte zwischen einer und zwei hypothetischen Beobachtungen festgelegt wer-
den, um der Modellierung von a priori Nichtwissen nahe zu kommen; daraus ergibt
sich, bei der Beibehaltung der gut begriindeten Wahl von B,,e = [—0.5, 0.5] und
Bini = [—0.3, 0.3], ein Wertebereich von A = [2.94,5.88]. Unter diesen Voraussetzungen
kénnen die standardisierten Koeffizienten wie folgt geschétzt werden:

E[B,g | log(£ib)] =[0.050, 0.083] V(3,4 | log(£ib)) =[0.000122, 0.000123]
B[y | log(£ib)] =[0.039, 0.062] V(S | log(£ib)) =[0.000122, 0.000123]

Die zugehorige Darstellung befindet sich in Abbildung 4.24.

Bage Mt Bg‘;)e in [-0.5 ; 0.5) und B in [-0.3 ; 0.3] Bori Mit Eg‘;)e in [-0.5 ; 0.5] und B in [-0.3 ; 0.3]
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A =[2.94 ; 5.88] durch Wahl von n(o) in [1; 2], entspricht A =[2.94 ; 5.88] durch Wahl von n(o) in [1; 2], entspricht
sehr geringem 'Vertrauen’ in Vorwissen (1-2 Beobachtungen) sehr geringem "Vertrauen’ in Vorwissen (1-2 Beobachtungen)

Abbildung 4.24: ATIRGENE-Datensatz mit 199 Beobachtungen, Wahl von A, um sehr
schwaches Vorwissen zu modellieren, Koeffizienten zu standardisierten
Regressoren
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Abbildung 4.25: AIRGENE-Datensatz mit 199 Beobachtungen, Wahl von A, um sehr
schwaches Vorwissen zu modellieren, Koeffizienten zu normalen‘ Re-
gressoren des Confounder-Modells

Die Grenzen der intervallwertigen Parameterschitzungen haben nun einen &hnlichen
Wertebereich wie die Rénder der Konfidenzintervalle erreicht; bei dieser Wahl von
A {iberdecken die Schétzungen der Koeffizienten beider Regressoren nicht mehr die
Null. Fiir eine bessere Interpretierbarkeit der erhaltenen Koeffizienten sollen die
sriicktransformierten’ Parameterintervalle notiert und in Abbildung 4.25 graphisch dar-
gestellt werden.

E[Buge | log(£ib)] =[0.00558, 0.00915]  V(Bage | log(£ib)) =[1.49-107°%, 1.52 - 1077
IE[Bons | log(fib)] = [0.00985, 0.01545]  V(Bems | log(£fib)) =[7.69-107°, 7.81- 1079
E[f | log(fib)] = [0.180, 0.562]

Das Modell unter Beriicksichtigung komplexer Unsicherheit kann also bei dieser Wahl
von A folgendermaflen notiert werden:

log(£fib); = [0.180, 0.562] + age, - [0.00558, 0.00915] + bmi, - [0.00985, 0.01545] + &;

Der Eindruck aus Abbildung 4.25 bestéitigt das zuvor iiber die standardisierten
Parameter gewonnene Bild. Auch hier wird deutlich, dass von einem Einfluss der
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4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

Regressoren age und bmi auf den Entziindungsmarker-Spiegel im Blut ausgegangen
werden kann. Allerdings ist die absolute Grofle der Parameterschéitzungen hier nicht
direkt interpretierbar; aus den Schétzungen der standardisierten Koeffizienten kann
jedoch geschlossen werden, dass der Einfluss von age vermutlich etwas stérker als der
von bmi ist.

Kredibilitatsregion fir B,g, und By mit A = [2.94 ; 5.88]
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Sehr geringes Vertrauen in Vorwissen entsprechend 1 — 2 Beobachtungen gewahlt

Abbildung 4.26: Kredibilititsregion fiir 4,5, und fyy;, ATRGENE-Datensatz mit 199 Be-
obachtungen, Wahl von A, um sehr schwaches Vorwissen zu modellieren,
Koeffizienten zu standardisierten Regressoren

Die riicktransformierten‘ Varianzen sind im Vergleich zur vorsichtigeren Modellierung
im vorigen Abschnitt etwas grofler geworden; fiir beide Regressoren ist die Obergrenze
schon recht nahe an die KQ-Schéitzung der Varianz herangeriickt, die Intervalllinge hat
sich deutlich reduziert.

Der ,Abstand‘ zwischen der Kredibilitdtsregion und dem jeweils zugrundeliegenden
zweidimensionalen Parameterintervall unterscheidet sich im Vergleich der hier erhalte-

119



4 Bayes-Regression unter komplexer Unsicherheit

nen Region, die in Abbildung 4.26 dargestellt ist, mit der in Abbildung 4.22 erhaltenen
Region kaum, wenn man den unterschiedlichen Mafistab beachtet. Der schon in Kapitel
4.4 erwiahnte Effekt des trade-off* fiir die Varianz im Normal-Modell unter komplexer
Unsicherheit ist also beim Vergleich der hier erhaltenen mit der bei einer vorsichtigeren
Modellierung erhéltlichen Kredibilitédtsregion wesentlich weniger deutlich als im Falle
der simulierten Datensétze. Der Grund dafiir liegt in dem sehr niedrigen Varianzniveau
der Koeffizientenschiatzungen fiir diesen Datensatz, so dass die Erhchung der Varianz
bei der Verkleinerung der Werte in A kaum ins Gewicht fallt.

Kredibilitatsregion fr Bage und Bymi mit A =[2.94 ; 5.88]

0.025
|

0.020
|

0.015
|

Bbmi

0.010
|

0.005
|

0.000

I T T T T I
—-0.005 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020

Bage

Sehr geringes Vertrauen in Vorwissen entsprechend 1 — 2 Beobachtungen gewahlt

Abbildung 4.27: Kredibilitédtsregion fiir Bage und Bpni, AIRGENE-Datensatz mit 199 Be-
obachtungen, Wahl von A, um sehr schwaches Vorwissen zu modellieren,
Koeffizienten zu ,normalen’ Regressoren des Confounder-Modells

Abbildung 4.27 zeigt schlieBlich die Konfidenz- und Kredibilitdatsregion fiir die
riicktransformierten’ Parameter. Auch hier wird durch die unterschiedlich skalierten
Regressoren die Kredibilitdtsregion gewissermaflen verzerrt; die Parameter werden
durch die Transformierung interpretierbar, an den schon in Abbildung 4.26 ables-

120
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baren grundséitzlichen Aussagen #ndert sich jedoch nichts: Hier wie in Abbildung
4.26 iiberdeckt die Kredibilitdtsregion nicht den Nullpunkt, hier wie dort liegt die
intervallwertige Punktschédtzung vollstdndig in der klassischen Konfidenzregion, die
jeweils von der Kredibilitdtsregion umschlossen wird.

Daraus, dass die Kredibilitdtsregion nicht den Nullpunkt enthélt, kénnte geschlossen
werden, dass sowohl age als auch bmi einen nicht zu vernachldssigenden Einfluss auf
log(fib) haben, obwohl die intervallwertigen Parameterschitzungen fiir die standar-
disierten Regressoren nur jeweils Werte kleiner als 0.1 enthalten und der Einfluss der
Variablen also als recht klein angesehen werden kann.

Die bestehenden Erkenntnisse beziiglich des Einflusses des Alters und des BMI auf
das Niveau des Entziindungsmarkers Fibrinogen erweisen sich also auch bei der
Beriicksichtigung von komplexer Unsicherheit als stabil. Die hier vorgenommene Un-
tersuchung kann also die bestehenden Erkenntnisse bekriftigen und auf eine beziiglich
der Modell-Annahmen unangreifbarere Basis stellen.
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In diesem Kapitel sollen die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und Ausblicke
auf mogliche Erweiterungen und prinzipielle Uberlegungen bei der Modellierung
komplexer Unsicherheit in der Regressionsanalyse beschrieben werden.

5.1 Zusammenfassung

In Kapitel 1 wurde eine kurze Einfithrung in die Materie der Modellierung komplexer
Unsicherheit gegeben. Einige Probleme und Paradoxien, die sich bei der Anwendung
von Methoden der konventionellen‘ Statistik ergeben kénnen, wurden thematisiert und
daraus die Motivation fiir eine allgemeinere statistische Theorie abgeleitet, sowie eine
Reihe von zusétzlichen Argumenten fiir eine solche Erweiterung der Statistik genannt.
Die prinzipiellen Vorgehensweisen bei einer Modellierung komplexer Unsicherheit,
insbesondere die Ansétze von [Walley 1991] und [Weichselberger 2001], wurden dann in
Abschnitt 1.5 vorgestellt, sowie mit diesen Ansédtzen verwandte Theorien kurz erwéhnt.
In Abschnitt 1.7 wurde dann umrissen, nach welcher Vorgehensweise in dieser Arbeit
die Beriicksichtigung komplexer Unsicherheit in der Regressionsanalyse erfolgt, und
diese mit verschiedenen alternativen Vorgehensweisen verglichen.

Kapitel 2 lieferte dann als detailliertes Beispiel eines Modells, das komplexe Unsicherheit
beriicksichtigt, die Beschreibung des Imprecise Dirichlet Models (IDM, [Walley 1996)).
Anhand dieses Modells fiir multinomial verteilte Daten wird deutlich, wie solche Mo-
delle implementiert werden konnen, auf welche Weise damit Inferenz betrieben werden
kann und welche Vorteile sich dabei im Vergleich mit konventionellen Modellierungen
ergeben. Aufgrund seiner vorteilhaften Inferenzeigenschaften und der einfachen Hand-
habbarkeit hat das IDM vielfache Anwendung gefunden (siehe z.B. [Bernard 2001] oder
[Bernard 2003]). In Abschnitt 2.2 und 2.3 wurde dabei das Prinzip der bayesianischen
Aufdatierung im Falle von konjugierten Priori-Verteilungen erldautert, das auch in der
in dieser Arbeit vorgestellten Schiatzung von Regressionsparametern unter komplexer
Unsicherheit zur Anwendung kommt.

In  Kapitel 3  erfolgte dann  die  Vorstellung des  Modells  von
[Quaeghebeur und de Cooman 2005, das eine Verallgemeinerung des IDM darstellt,
da es allgemeine Stichproben-Modelle unter Beriicksichtigung komplexer Unsicherheit
beschreibt. Wie in Abschnitt 3.3 deutlich wurde, kann im Falle der meisten iiblichen
Stichprobenverteilungen damit die konventionelle bayesianische Parameterschitzung auf
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einfache Weise erweitert werden, so dass die Beriicksichtigung komplexer Unsicherheit
beziiglich der Priori-Verteilung moglich wird. Es wurde aber auch darauf hingewiesen,
dass das Modell in der in [Quaeghebeur und de Cooman 2005] vorgestellten Form eine
wesentliche Anforderung fiir eine sinnvolle Modellierung komplexer Unsicherheit noch
nicht erfiillt, da es im Falle des in Abschnitt 1.4.3 erlduterten ,prior-data conflict’
unerwiinschtes Verhalten zeigt. Auf welche Weise eine dahingehende Erweiterung
vorgenommen werden kann, wurde jedoch angedeutet.

Das Ziel dieser Arbeit, ein Modell unter Beriicksichtigung komplexer Unsicherheit
fiir die Schitzung der Parameter (3 einer linearen Regression zu entwickeln, wurde
nach Abschluss der umfangreichen Vorarbeiten in den vorigen Kapiteln in Kapitel
4 verfolgt. In Abschnitt 4.2.1 wurde das Normal-Modell, das konjugierte Modell
fiir die Schiatzung von [ vorgestellt. Danach wurde in Kapitel 4.2.3 die konjugierte
Verteilung des Normal-Modells direkt in die Form der konjugierten Verteilung bei
[Quaeghebeur und de Cooman 2005] gebracht. Auf dieser Basis wird es moglich, die
Menge der Priori-Verteilungen analog zum Vorgehen bei Quaeghebeur und de Cooman
zu generieren. (Eine andere Moglichkeit zur Erstellung eines Modells zur Schéitzung von
[ unter Beriicksichtigung komplexer Unsicherheit mittels des Modells von Quaeghebeur
und de Cooman wire, statt von der konjugierten Verteilung des Normal-Modells von
der Likelihood der Daten auszugehen. Diese Vorgehensweise wurde in dieser Arbeit
jedoch nicht untersucht, sie konnte aber ebenso zielfithrend wie der in dieser Arbeit
untersuchte Ansatz sein.)

Leider erweist sich, dass das umfassendere konjugierte Modell fiir die lineare Regression,
das Normal-InversGamma- (NIG-) Modell, bei dem auch eine Priori-Verteilung iiber
o (die unbekannte Varianz des Storterms ¢) gelegt wird, nicht in der gleichen Weise
wie in Kapitel 4.2.3 verallgemeinerbar ist. Eine Vorstellung dieses Modells und eine
Begriindung fiir die Unmoglichkeit der direkten Erweiterung analog zum Normal-Modell
erfolgt im Anhang, Kapitel A.1.

Wie in Abschnitt 4.2.3 gezeigt, kann man das Normal-Modell als ein Aufdatierungs-
modell im Sinne von [Quaeghebeur und de Cooman 2005] verstehen; im allgemeinen
Fall fiir eine beliebige Anzahl p von zu schéitzenden Regressionsparametern ist die
tatséchliche Implementierung jedoch schwierig, wie in Abschnitt 4.2.4 deutlich gemacht
wird. Der Grund dafiir ist, dass der natiirliche Parameter y der konjugierten Verteilung
in der Form, in der er variiert wird, um die Menge der Priori-Verteilungen zu generieren,
nicht unmittelbar interpretierbar ist: Fiir eine nachvollziehbare Anwendung muss
namlich das Vorwissen in Intervalle fiir die klassischen Parameter formuliert und diese
Intervalle in eine Menge Y der natiirlichen Parameter jiibersetzt’ werden. Die Menge
der natiirlichen Parameter kann dann zwar linear zu YU aufdatiert werden, sie muss
aber wieder in interpretierbare Intervalle fiir die klassischen Parameter riickiibersetzt
werden.
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Problematisch  bei  diesen ,Ubersetzungsvorgéingen‘ ist nun, dass nach
[Quaeghebeur und de Cooman 2005 die Menge Y© der natiirlichen Parameter,
in die die Menge der klassischen Parameter im ersten Schritt gewissermaflen iibersetzt
wird, bestimmten Bedingungen gehorchen muss, damit das Modell sinnvolle Aussagen
liefern kann. Das bedeutet, dass die Intervallgrenzen der klassischen Parameter nur
so gewdhlt diirfen, dass bei der Ubersetzung die Bedingungen fiir Y© nicht verletzt
werden konnen. Weil es sich im Falle der multivariaten Normalverteilung um schwierig
zu handhabende Bedingungen der positiven Definitheit handelt (siehe Gleichungen (4.9)
und (4.10)), konnen die Bedingungen fiir eine zulidssige Wahl der Intervallgrenzen fiir die
Priori-Parameter in ihrer klassischen, interpretierbaren Form nur iiber Minimierungen
bzw. Maximierungen mit sehr komplexen Nebenbedingungen erhalten werden.

Diese Schwierigkeiten beim rechnerischen Ubergang nach Y® waren nicht vorherzuse-
hen; es handelt es sich dabei jedoch nicht um ein theoretisches Problem des Modells,
sondern um eine Hiirde bei seiner numerischen Umsetzung.

Aufgrund der ,Ubersetzungsschwierigkeiten‘ ist es daher nicht maglich, im Falle von
vielen Regressoren die Bedingungen an die Priori-Intervalle der klassischen Parameter
analytisch zu ermitteln. In dieser Arbeit wurde daher im Detail nur der Fall von zwei
Regressoren rechnerisch umgesetzt, da sich hier die Minimierungs- und Maximierungs-
probleme unter den erwidhnten Nebenbedingungen stark vereinfachen und analytisch
zugénglich werden. Diese Analyse wurde in Abschnitt 4.3 vorgenommen. Dort wird
aber auch deutlich, dass das Modell fiir eine praktikable Anwendung weiter vereinfacht
werden muss, indem die Korrelation der beiden Regressoren untereinander a priori als
Null angenommen wird.

Unter diesen Vereinfachungen wird das Modell rechnerisch simpel anwendbar, da so
auch die riickiibersetzten’ a posteriori Grenzen fiir die klassischen Parameter direkt
als einfache Funktionen der Mengen der klassischen Priori-Parameter berechenbar sind.
Sie konnen z.T. auch direkt in geschlossener Form angegeben werden, da aufgrund
von Monotonitétseigenschaften Minimierungen und Maximierungen ohne Kenntnis der
konkreten Priori-Grenzwerte und Beobachtungen moglich sind.

Die Berechnung von unteren und oberen Grenzen von Wahrscheinlichkeitsgewichten
fir die Erstellung von Kredibilitatsintervallen oder fiir die Testentscheidung bei
Hypothesentests ist jedoch noch immer schwierig. Es miissen dafiir mehrdimensionale
Minimierungs- und Maximierungsprobleme beziiglich der Parameter der konjugierten
Verteilung gelost werden, wobei der zu minimierende Term ein mehrdimensionales
Integral darstellt, das nicht analytisch berechenbar ist. Aus diesem Grund wird bei der
Anwendung des Modells in den Kapiteln 4.4 und 4.5 nur ein Surrogat fiir ein korrektes
Kredibilitatsintervall berechnet, dessen Erzeugung in Abschnitt 4.4.1 néher erlautert
wird. Aus diesen Naherungen fiir ein korrektes Kredibilitatsintervall kénnen aber auch
mogliche Testentscheidungen abgelesen werden.
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Ansonsten ist das Modell in der Anwendung, wie schon erwéhnt, beziiglich der Berech-
nung der Posteriori-Grenzen fiir die klassischen Parameter recht einfach handhabbar.
Das Verhalten bei der Angabe der Priori-Intervalle B; und B fiir 50, den Erwartungs-
wert der konjugierten Verteilung, ist sehr intuitiv und unmittelbar einleuchtend, da
deren Grofle einen direkten Einfluss auf die Gréfle der Intervalle nach der Aufdatierung
hat: Werden die Priori-Intervalle vergrofiert, vergroflern sich die Posteriori-Intervalle
ebenfalls.

Der Einfluss der Wahl von A, der Menge der Priori-Prézision beziiglich der Werte in
By und B, (die als inverse Varianz verstanden werden kann), scheint hingegen auf den
ersten Blick kontra-intuitiv. Ublicherweise gilt namlich': je grofere Werte sich in A
befinden, desto weiter werden die a posteriori erhaltenen Intervalle fiir 5™); je hoher
man die genannte Priori-Prézision ansetzt, desto grofler ist die Unschérfe beziiglich (3
nach der Aufdatierung. Unter einer solch verkiirzten Interpretation, wie sie im letzten
Halbsatz wiedergegeben wurde, scheint dieses Verhalten tatséchlich widersinnig; bei
genauerer Betrachtung erschlieft sich aber die Logik hinter diesem Verhalten des
Modells. Mit héheren Werten in A verkleinert man ja die Varianz der Werte in B; und
By (den a priori angegebenen Intervallen fiir 3(0)) und vergréBert somit das Vertrauen,
dass man in diese Intervalle setzt. Da die Angaben von B; und Bj also als ,sicherer wie
zuvor gelten, fallen sie bei der Aufdatierung stérker ins Gewicht; die Posteriori-Grenzen
miissen also nidher an den Priori-Grenzen zu liegen kommen als zuvor, das Intervall wird
somit weiter. Weniger technisch formuliert heifit das, dass man mit der Angabe einer
Menge von ,schwammigen® Verteilungen fiir 30 mehr dazulernen kann, als wenn man
schon ein sehr pointiertes Vorwissen hat und die Varianz der im Vorwissen angegebenen
Einschitzungen beziiglich 3O fiir klein halt.

Besonders deutlich wird das Verhalten des Modells beziiglich A, wenn man den
resultierenden Wert von n(® in die Uberlegungen miteinbezieht. n(® stellt die Stérke
des in den Priori-Angaben A, By und B, formulierten Vorwissens dar und kann im
Vergleich mit dem Umfang k der zu analysierenden Stichprobe interpretiert werden: je
hoher n(® im Vergleich zu k, desto stirker gehen die Informationen aus dem Vorwissen
in die Posteriori-Inferenz ein. Aufgrund der Bedingung (4.18), die im untersuchten
Fall die Nebenbedingung bei der obengenannten ,Ubersetzung® der klassischen in die
natiirlichen Parameter darstellt, impliziert eine hohere Wahl von @ bei gleichbleibenden
Priori-Intervallen B; und B,, dass der Wert des ,Stichprobensiquivalents' n(®) steigt. Das
bedeutet, dass das ,Vertrauen‘ in das Vorwissen im Vergleich mit dem ,Vertrauen‘ in die
Stichprobe der Grofle k steigt, dass deshalb das Gewicht der exakten Beobachtung bei
der Aufdatierung im Vergleich mit den unscharfen Priori-Angaben sinkt und somit die
resultierenden Intervalle breiter werden. Setzt man hohe Werte in A an, vertraut man
den Priori-Angaben unter Umstidnden mehr als den Erkenntnissen aus der Stichprobe
und ist somit nicht bereit, bei der Analyse von kleineren und mittleren Stichproben viel

I'Nur in Ausnahmefiillen und bei einer extremen Wahl von A, B; und B, kann sich das Posteriori-
Intervall verkleinern, wenn sich die Werte in A vergréfern.
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dazuzulernen; die Priori-Intervalle konnen sich so nur wenig verschmélern.

Die Wahl der Intervalle A, By und B,, die fiir die Inferenz in dem hier entwickelten
Modell noétig ist, sollte natiirlich auf die jeweilige Anwendung und das vorhandene
Vorwissen abgestimmt werden. Hilfreich ist dabei immer die Berechnung des ,Stichpro-
bensiquivalents' n(?), das eine Interpretation der gemeinsamen Aussagekraft des in A,
B; und B, ausgedriickten Vorwissens ermoglicht.

Erfreulicherweise sind die Resultate dieses Modells anndhernd exakt, wenn man A, B;
und B, gemif einer Strategie der Modellierung von Nichtwissen wihlt, bei welcher
das Stichprobeniiquivalent’ n(®) sehr niedrig angesetzt wird. Ist man aber iiberzeugt
davon, dass zu schmale Posteriori-Intervalle fiir 5 der Intention der Modellierung von
komplexer Unsicherheit widersprechen und nur eine ,Pseudo-Genauigkeit® darstellen,
sollte man den Wert von n(® erhéhen, um (im Verhiltnis zum Vorwissen) weniger
Vertrauen in die Daten zu setzen. Gegen eine Strategie, B; und B, weniger umfassend
zu wahlen, um @ zu vergréflern und somit zu weiteren Posteriori-Intervallen gelangen
zu konnen, spricht die Problematik des ,prior-data conflict’. Da dieses Modell, wie sich
aus den allgemeinen Ergebnissen in Kapitel 3.3 ergibt und die bei der Untersuchung des
konkret erhaltenen Modells in Abschnitt 4.3.3 bestétigt werden, in solchen Situationen
nur ein unbefriedigendes Verhalten zeigen kann, sollten die Priori-Intervalle B; und By
moglichst umfassend gewahlt werden.

Prinzipiell wére es wiinschenswert, das konkrete Verhalten des Modells in den ver-
schiedensten Datensituationen und Priori-Annahmen detaillierter zu untersuchen,
als es in dieser Arbeit aufgrund ihres theoretischen Schwerpunkts moglich war. Ein
Anfang wurde in Kapitel 4.4 gemacht; einen interessanten Hinweis auf das Verhalten in
Situationen mit Multikollinearitét liefert das Beispiel in Abschnitt 4.4.3.

Die Erkenntnisse beziiglich der resultierenden Mengen fiir den Posteriori-Parameter 3
und XM der Varianz-Kovarianzmatrix der Posteriori-Verteilung iiber 3, die sich fiir
die Grenzwerte bei der Wahl von a ergeben, wurden in Abschnitt 4.3.3 beschrieben und
liefern jedoch schon einen relativ genauen und héchst plausiblen Rahmen. Je kleiner die
Priori-Prézision der Werte in B; und By gewéahlt wird, desto nédher liegen die Grenzen
des Intervalls fiir BV an B; je grofler a gewahlt wird, desto hoher ist das Vertrauen in
das Vorwissen und desto néher liegen in den meisten Féllen die Grenzen des Intervalls
fir 3 an denen der Priori-Intervalle B; und B,. Ebenso gilt fiir die Posteriori-Menge
der Varianz-Kovarianzmatrizen X(): Je kleiner die Priori-Prézision, desto niher liegt
diese Menge an der KQ-Schéitzung der Varianz von f3; je grofler a gewéhlt wird, desto
hoher ist das Vertrauen in das Vorwissen, und damit gilt () — 0.

Aufgrund dieses Verhaltens kann daher das in dieser Arbeit entwickelte Modell, insbe-
sondere bei der Wahl von A, By und By geméf einer Modellierung von sehr schwachem
Vorwissen, auch als eine Art Robustifizierung der Ergebnisse der konventionellen
Schéitzmethoden angesehen werden. Da im untersuchten Fall die Schitzungen nach
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5 Zusammenfassung und Ausblick

der Methode der kleinsten Quadrate, die Likelihood-Schétzung und die bayesianische
Schétzung bei der Annahme einer konstanten Priori-Verteilung fiir § zusammenfallen,
handelt es sich um eine Robustifizierung aller dieser Methoden gleichermaflen, obwohl
es sich eigentlich um einen bayesianischen Ansatz handelt.

Trotzdem ist das Modell natiirlich noch nicht optimal anwendbar, da fiir die konkrete
Untersuchung eines Datensatzes die Varianz des Fehlerterms o2 zuvor geschitzt werden
muss. Auch wenn die Unsicherheit dieser Schétzung nicht explizit in das Normal-Modell
eingeht, sollte doch dadurch, dass in den anderen Modellkomponenten durch die
Einbeziehung von komplexer Unsicherheit eine sehr viel gréflere Variabilitdt als bei
den konventionellen Methoden zugelassen wird, dieses Manko zumindest teilweise
kompensiert werden konnen.

Eine andere Schwierigkeit bei der Anwendung ist, dass im Vergleich zu anderen Mo-
dellierungen unter komplexer Unsicherheit a priori relativ viele Festlegungen gemacht
werden miissen, namentlich die Grenzen fiir die Mengen A, B; und Bs. Die Komplexitét
der Wahl kann reduziert werden, indem zunichst das Stichprobenéquivalent* n(® und
die potentiell mogliche maximale Groflenordnung des Regressionsparameters (5 durch
B = B; = B, festgelegt wird, und in einem zweiten Schritt daraus A ermittelt wird.
Auf diese Weise wurde in Kapitel 4.5 bei der Analyse eines Teildatensatzes, der im
Rahmen der ATIRGENE-Studie [Peters et al., eingereicht] erhoben wurde, vorgegangen.
In jedem Falle kann eine konkrete Wahl der Priori-Grenzen fiir die Mengen A, B; und
B, als diskussionswiirdig angesehen werden.

Abschlielend kann also festgehalten werden, dass das in dieser Arbeit entwickelte Modell
zufriedenstellende Ergebnisse liefert, aber nur ein erster Versuch zur Modellierung von
komplexer Unsicherheit bei der Schiatzung von Regressionskoeffizienten sein kann. Es
sind auch andere Moglichkeiten zur Modellierung von komplexer Unsicherheit fiir diese
Fragestellung denkbar; ebenso kénnte das hier vorgestellte Modell als Ausgangspunkt
fiir vielfaltige Erweiterungen oder Fortentwicklungen dienen. Sowohl auf ausgewihlte
Aspekte alternativer Modellierungen als auch auf sich anbietende Fortentwicklungen
und wiinschenswerte Erweiterungen soll im nachfolgenden Ausblick kurz eingegangen
werden; begonnen wird dabei mit sich unmittelbar anbietenden weiterfithrenden
Untersuchungen, um danach den Blick auf perspektivische Weiterentwicklungen zu
richten.

5.2 Ausblick

Es wire vermutlich lohnend, sich in Zukunft ndher mit den im Normal-Modell auftreten-
den Optimierungsproblemen zu beschéftigen. Vielleicht konnen Algorithmen entwickelt
werden, die die Berechnung der Wahrscheinlichkeitsgewichte fiir die Erstellung von Kre-
dibilitétsintervallen oder fiir die Testentscheidung bei Hypothesentests beschleunigen
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5 Zusammenfassung und Ausblick

oder vereinfachen; ebenso wére es denkbar, dass sich Algorithmen entwickeln lassen,
die die Optimierungsprobleme im Zusammenhang mit den ,Ubersetzungsvorgingen'
beherrschbarer machen, so dass auch Modellformulierungen im Falle von mehr als zwei
Regressionsparametern rechnerisch praktikabel wiirden.

Auflerdem konnte die Analyse des Modells bei der Verwendung von kategorialen
Regressoren aufschlussreich sein, da sich fiir solche Regressoren die Schétzung der
Intervallgrenzen fiir die Parameter wahrscheinlich wesentlich vereinfacht. Allgemein
stellt sich natiirlich die Frage, ob die bekannten Verallgemeinerungen des ,scharfen’
linearen Modells, etwa die Erweiterung auf nicht-normalverteilte Zielvariablen wie etwa
bei den generalisierten linearen Modellen, auch auf die hier vorgenommene Modellierung
unter Einbeziehung von komplexer Unsicherheit anwendbar sind. Einen moglichen Weg
beispielsweise fiir bindre Zielvariablen bietet der Ansatz von [Holmes und Held 2006],
der bindre Groflen mittels einer Hilfsvariablen auf die Normalverteilungs-Situation
zuriickfiihrt.

Ebenfalls konnte der schon im vorigen Abschnitt erwéhnte Versuch gemacht werden,
in analogem Vorgehen zu Quaeghebeur und de Cooman von der Likelihood der
Daten auszugehen und sich die zugehorige konjugierte Verteilung in der gleichen
Weise, wie es in Abschnitt 3.2 geschieht, zu konstruieren, anstatt die schon bekannte
konjugierte Verteilung des Normal-Modells direkt an die konjugierte Verteilung im
Modell von Quaeghebeur und de Cooman anzupassen. Vielleicht wéren dann die etwas
verstorenden Ergebnisse dieser Arbeit, wie beispielsweise die nur indirekte Abhéngigkeit
der Posteriori-Schitzungen von n(?, vermeidbar.

Im Zuge der Untersuchung der in Abschnitt 1.7 vorgestellten alternativen Modelle,
insbesondere der Vorschlige von [Pericchi und Walley 1991], im Vergleich mit dem
Modell von Quaeghebeur und de Cooman stellt sich eine vielleicht zentrale Frage
bei der Einbeziehung komplexer Unsicherheit in bayesianische Modelle: Gibt es einen
Zielkonflikt beziiglich der Modellierung, je nachdem ob prinzipiell a priori Nichtwissen
oder aber ein gewisses, aber unscharfes Vorwissen modelliert werden soll? Walley und
Pericchi scheinen diese Frage zu bejahen, da sie in der obengenannten Veroffentlichung
je nach Situation des Vorwissens verschiedene Modellierungsansétze préasentieren und
somit einerseits Modelle fiir den Einsatz unter a priori-Nichtwissen (translations-
invariante Klassen), andererseits Modelle fiir den Einsatz unter relativ eingeschranktem
unscharfen Vorwissen (Umgebungsmodelle) praktisch mafischneidern.

Oder sind Modelle méglich, die fiir beide Vorwissenssituationen gleichermafien geeignet
sind? Das Stichproben-Modell von Quaeghebeur und de Cooman ist in der in Kapitel
3 vorgestellten Form noch nicht fiir den Einsatz in letzterer Situation tauglich, da das
Verhalten bei vorliegendem ,prior-data conflict’ ungeniigend ist und noch nicht die
Stédrken, die Intervallwahrscheinlichkeitsmodelle in solchen Situationen haben kénnen,
ausspielt. Wie jedoch schon mehrmals erwéhnt, scheint eine Erweiterung des Modells
von Quaeghebeur und de Cooman auf direkte Weise durch die zusétzliche Variation
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5 Zusammenfassung und Ausblick

eines im Modell bisher als fest angesehenen Parameters moglich. Andererseits kann auch
die Modellierung der ersteren Vorwissenssituation im Stichprobenmodell von Quaeghe-
beur und de Cooman als nicht ganz einwandfrei angesehen werden, da die unendlichen
Réume der Parameter der Priori-Verteilung beschrankt werden miissen, so dass volliges
Nichtwissen nicht perfekt modelliert werden kann. Im Falle der translations-invarianten
Klassen von Pericchi und Walley scheint hingegen eine perfekte Modellierung von a
priori Nichtwissen {iber einen Lageparameter moglich zu sein, da eine Einschriénkung
des Parameterraums nicht vorgenommen werden muss.

Es konnten also auch die in [Pericchi und Walley 1991] vorgestellten und in Abschnitt
1.7 beschriebenen Modelle als Basis fiir die Schédtzung von Parametern einer linearen
Regression unter komplexer Unsicherheit dienen. Bei den Empfehlungen von Pericchi
und Walley handelt es dabei jeweils gewissermaflen um Extremfille’ bei der Modellie-
rung komplexer Unsicherheit. Fiir die Modellierung von vélligem a priori Nichtwissen
empfehlen sie, eine translations-invariante Klasse von Doppelexponentialverteilungen
bayesianisch aufzudatieren. Bei einer nédheren Untersuchung dieser Menge von Priori-
Verteilungen in der Anwendung auf die lineare Regression konnten sich interessante
Zusammenhénge herausstellen, da die Schidtzmethode Lasso [Tibshirani 1996] in
der bayesianischen Formulierung ebenfalls auf doppelexponentialverteilten Priori-
Verteilungen beruht. Bei der Empfehlung fiir den anderen Extremfall’ handelt es
sich um eine Umgebungsklasse fiir eine feste Normalverteilung, die moglicherweise
auch als konjugierte Verteilung des Normal-Modells interpretierbar wére. Vielleicht
ist es auch moglich, die im Rahmen von Intervallwahrscheinlichkeitsmodellen relativ
starken Anforderungen an dieses Modell (es muss eine konkrete Normalverteilung
spezifiziert werden) aufzuweichen, indem eine Menge von Verteilungen als Basis fiir die
Umgebungsklasse dient.

Problematisch kénnte bei diesen Ansédtzen jedoch sein, dass es sich bisher nur um
Mengen von einparametrigen Verteilungen handelt, und eine Erweiterung auf mehrere
Regressionsparameter nicht direkt ersichtlich scheint. Andererseits ist gerade dies im
Modell von Quaeghebeur prinzipiell nicht problematisch; auch wenn es gewissermaflen,
von den Vorwissenssituationen aus betrachtet, momentan noch ,zwischen den Stiihlen
sitzt', hat es viele positive Eigenschaften, wie etwa die einfache Berechenbarkeit
im Falle der meisten Stichprobenverteilungen oder seine Offenheit und umfassende
Modellformulierung.

So scheint das Potential des umfassenden Ansatzes von Quaeghebeur und de Cooman
zur Modellierung komplexer Unsicherheit noch lange nicht ausgereizt, da sich viele Er-
weiterungen anbieten. In erster Linie bietet sich natiirlich die mehrfach erwdhnte Er-
weiterung zur besseren Modellierung von ,prior-data conflict‘-Situationen an; potentiell
konnte auch die dritte, bisher noch unberiicksichtigte Dimension von komplexer Unsi-
cherheit, die Vagheit, einbezogen werden, indem eventuelle Unbestimmtheit beziiglich
der beobachtbaren Mengen durch eine Art ,unscharfe’ Likelihood in den Aufdatierungs-
prozess einginge.
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Anhang

A.1 Das Normal-InversGamma-Modell fiir die lineare
Regression

Das Normal-InversGamma-Modell (kurz: NIG-Modell) stellt ein konjugiertes bayesiani-
sches Modell fiir die lineare Regression dar, wenn o2, die Varianz des Fehlerterms ¢,
unbekannt ist [O’Hagan 1994, S. 244ff]. Wie schon in Kapitel 4.2.3 erwdhnt, ist eine
direkte Verallgemeinerung analog zum dortigen Vorgehen nicht moglich, so dass das
NIG-Modell auf diese Weise nicht als ein Aufdatierungsmodell im Sinne von Quaeghe-
beur und de Cooman verstanden werden kann. Warum das so ist, soll in diesem Teil des
Anhangs erldutert werden. Zunéchst muss dazu das NIG-Modell beschrieben werden; die
Notation in Kapitel 4.2 wurde so gehalten, dass erkennbar ist, dass das Normal-Modell
tatséchlich einen Teil des NIG-Modells darstellt. Die Unterschiede betreffen daher nur die
Beifiigungen, die durch die zusétzliche Priori-Verteilung iiber 02 gemacht werden miissen.
Die Priori-Verteilung aus Abschnitt 4.2.1 wird multiplikativ um wenige Terme ergénzt;
die Aufdatierungsschritte (4.2) und (4.3) des Normal-Modells bleiben unverdndert, es
miissen nur zwei weitere Parameter aufdatiert werden, die durch die Hinzufiigung der
InversGamma-Verteilung notwendig werden (siche Gleichungen (A.1) — (A.4)).

A.1.1 Das Modell

Annahmen des Regressionsmodells

Die Annahmen des Regressionsmodells unterscheiden sich nur dadurch von den in Ka-
pitel 4.2.1 getroffenen Annahmen, dass o nun nicht als bekannt vorausgesetzt wird.

e Regressionsgleichung:

2=XfB+¢e, XeR"? pgeRF, ze¢R", ccR*
e Charakterisierung des Fehlerterms:
ii.d

g, X'N(0,0%) = £~ N(0,0%))

e Die resultierende Likelihood ist multivariat normalverteilt:

Z|X,ﬁ,0‘2 ~ Nk(Xﬁag2I)
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Priori-Verteilung

Die Priori-Verteilung soll nun eine gemeinsame Verteilung iiber 5 und o? sein; diese lisst
sich nach dem Satz von Bayes aufspalten in eine Dichte iiber o2 und in eine Dichte iiber
3 gegeben o
p(B,0%) = p(B|0*) - p(o?),

Um zu einem konjugierten Modell zu gelangen, muss die Verteilung von 3|0? gemif
O’Hagan einer Normalverteilung entsprechen, bei der es sich um die gleiche Verteilung
wie in Kapitel 4.2.1 handelt. o2 muss hingegen geméif$ einer inversen Gamma-Verteilung
verteilt sein. Wieder soll der obere Index () die Parameter der Priori-Verteilung bezeich-
nen.

B ~ N (B o2 mit B0 € RP, @ € RP*P positiv definit
o ~ 1C(a®, @) mit a® >0, v@ >0,

d.h.

() = o O {—%,2 (859 2O (5~ /3“’))} :

a(® 0)
o (b(O))( ) 1 B
P = Ty (e P T

Die gemeinsame Verteilung von 8 und o2 ist unter dem Namen Normal-InversGamma-
Verteilung (oder kurz: NIG-Verteilung )bekannt, mit der Notation

(8,0%) ~ NIG(3, 2O, a®,5) .
Die Dichte einer solchen Verteilung hat geméafl der obigen Herleitung folgende Form:

- (0)
p(B,0%) (01),2, exp {—% (8- =0 (5 - 5(0))} (02;(0)“ exp {_50_2}

Posteriori-Verteilung

Die Posteriori-Verteilung kann nun gemé&f des Satzes von Bayes ermittelt werden:

p(B, 0%, X, 2)
p(X,2)
p(X, z|B,0%) p(B3,07)
(X, 2)
p(z| X, 8,0%) p(X|5,0%) p(B,0°)
p(X, 2)
= R bl IX. 50" (5. )
x p(z]|X,3,0%) p(3,0°)

p(B,0%|X,2) =
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Im Folgenden soll die Konjugiertheitseigenschaft gezeigt und der Aufdatierungsschritt
fir die Parameter 5, £ ¢ und 5© ermittelt werden. Mit der oben genannten

Likelihood und der NIG-Verteilung als Priori-Verteilung gilt also
1 T
P {—@(2 —Xp) (2 - Xﬁ)}

(5 — 5(0))T »(O ! (5 _ 5(0))}

p(B,0%|X,2)
0.0°1%.2)
1 1
. eX —_——
(02)2 P 202
1 b(0)
(o2 P T2

1 1
(02)% ' (02>a(0>+§+1
1
~ 5|2 XOT (= - X0)
+ (8= B0 (3 0 4 25(0)} }

-exp{

Betrachtet man nun den Term in den eckigen Klammern im Exponenten isoliert, so

ergibt sich:
[. . } = (2=X3)(z - XpB) + (5 _ 5(0))T »(O ! (5 _ 5(0)) +2p©
T

= Z

2= 2(XB) — (XB)'= + (XO) (X0)
S Y UM IS S URTORNEIOL S Oy SO ORI

+ 260

— T4 O O 50) | g0
— (XTz n g(O)*lg(m)

g

~—~
AT CB

- (x4 5720
) o Dy

p

+ (XX +x0)
— -~ S~
AT ¢ A
Quadratische Erginzung mit dem fehlenden Term B'C'B, also Ergénzung mit
0

- (ZTX + ﬁ@)Tz:(O)’l) <XTX + 2<0>’1) 1 (XTZ + 3 Vlﬁ@)
+ (ZTX + B(‘”Tz(o)‘l) (XTX + 2<0>‘1> B (XTZ + 2<0>‘1ﬂ<°))
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liefert
[. . } — T4 O 5O 50) 4 9p0)

(X 4820 (XX 4+ 207 (X 4 507 g0
(Fx+ 7207 ( ) ( 5)

+ [ﬁ (XTX + 2(0)_1) - (XTz + 2(0)_16(°)> T
i

—.50)
XX 4+ %0 1)
:2(1) 1 i
: {5 (XTX + 30 1) - (XTz + E(O)_lﬁ(0)> }

:;7@’(1)
= Jdz4 ﬁ(O)TE(U)’lﬁ (0) + 2 — 3 W (1)~ B
+ (B W) 2O (5 )

Also ist

p(3,0%1X,2) o (ai)g exp {—% (8- 50) =07 (5 - ﬁ(”)}

1 1 1

. (02>a(0>+§+1
_5<1)Tg<1>—15(1))] } .

Dieser Term entspricht bis auf Normierungskonstanten der Dichte einer NIG-Verteilung,
somit gilt
p(8,0%] X, 2) ~ NIG(3", =W, ™, pM)

mit den aufdatierten Parametern

O (XTX+2(0)_1> (XTerE(O)_lﬁ(O)) (A1)
XTX+EO) 1) (XTXB _}_E(O)_lﬁ(o))

(
= I-A)BO+AL  mit A= (XTX + 2<U>‘1>_1 X'X
(

»0 - TX+20> 1) (A.2)

a(l) — (0) + 5 (A3)
1 _ —

P — ) 3 (sz+B(O)TZ(O) 150 _ 50T 5 15(1)> ' (A.4)

133



Mit der Wahl einer NIG-Verteilung als gemeinsame Priori-Verteilung fiir 3 und o2 lassen
sich also iiber die Aufdatierungsschritte (A.1) — (A.4) die Parameter der Posteriori-
Verteilung von 3 und o? einfach berechnen. Offensichtlich unterscheiden sich dabei die
Aufdatierungsschritte (A.1) und (A.2) nicht von ihren Pendants fiir das Normal-Modell
(siche Gleichungen (4.2) und (4.3)).

A.1.2 Die Normal-InversGamma-Verteilung als Exponentialfamilie

Wie in Kapitel 4.2.2 soll nun in einem ersten Schritt gezeigt werden, dass eine
NIG-Verteilung einer Exponentialfamilie gem&fl der Notation von Quaeghebeur und de
Cooman entspricht, um die Form von 1 und b(%)) herauszufinden.

Sei also (3, 02) NIG-verteilt mit den Parametern 5 ¢ R?, £ ¢ IRP*P symmetrisch
positiv definit, a(® > 0 und 5 > 0 . Die Anzahl der Parameter bei voller Parametrisie-
rung von () betrigt p + @ +2 = @ + 2 =: q. Im Vergleich zum Normal-Modell
kommen also einfach die beiden Parameter a(®) und b fiir die InversGamma-Verteilung

hinzu. Gilt also
(8,0%) ~ NIG(3©, =0, 5),

dann hat ihre (gemeinsame) Dichte folgende Form:

1 p(0))(al?) 1
p(B,0%) = T P p ( )(0) ) ©)
BO2(2m)3 (02)% (@) (o?)™H

Die Form einer Exponentialfamilie fiir die Priori-Verteilung in der Notation gemé&fl
Quaeghebeur und de Cooman ist dann, schon auf die vorzunehmende Umformung hin
angepasst:

p() = 3(5(0)’ 2(0)’ a(O)’ b(O)) - exp {<w’ T(ﬁ(0)7 2(0)7 a(O)’ b(O))> _ b(¢)}

Es handelt sich um eine Dichte iiber v, welches sich als Funktion von 8 und o2 ergibt.
Wieder spielen die Priori-Parameter die Rolle der ,Beobachtung’.
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Umformung;:

1 (b(©))(@™)
S2r)  T(a©@)

exp { — (a9 4+ 1) log(c?) — glog(JQ)
- 5o FsO07 5 - FEO7 50 - g0l z0 g
20

+50TSO 7 50) 4 90 ] }

1 (b))
"~ BOp@enE ()
= a(f®, 50 4 )
exp { - 1@2@ 4 g B TR0
g
1 B p()
_ _—_goTyso g0 T _ (a'® +1)log(c?) — Elog(ffz)
202 o’ 2‘v—’
=:b(v)

T _
Da A2 30 ynd O30 3 Skalare sind und (ﬁT 5@)) — 3OO g gilt,
konnen diese beiden Terme zusammengefasst werden.

Zur Vereinfachung der Notation sei im Folgenden wieder £© ' = A®© mit den
Elementen (A(O))ij =: \;j; auBerdem seien die Laufindices folgendermaflen festgelegt:

h, i, j Laufindex von 1,...,p = dim(5)
I, m Laufindex von 1, ...,k = dim(z)
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Somit folgt
p(3,0%) = a(@®,nO 0 ).

1 1 1 T
exp{ — —25TA(0)5 + —25TA(O)ﬁ(0) _ _QQ(O) A 30
20 o 20
p(0)
-~ @+ Dlog(o?) ~ b))

o
- a(ﬁ(o),Z(O) (0) b(O))

exp{ ZZ ﬁzﬁ] )\(0) + Z b (Z/\” - ) 5 Qﬂ(O)TA(O)ﬁ(O)

i=1 j=1

— a(ﬁ(o),E(o) (0) b(O)).
N —~ -~ B (0) Bi (% ©0) 5(0)
Millj %
SRR RYE 3h DR BYES SERORIED
i=1 j=i+1 j=1

<ﬂ(0) A°BO 4 2b<0>) —log(o?) - (a® +1) — b(w)}

202
Also gilt:
1 (b(©) (@)
IXOz(27)s  [(a®)
b)) = Zlog(o?)
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2 i 7 \
_ 71 0
202 )\51)
: p Summanden
2
Db 0
~ 3 Ao
ﬁlﬁ? 0 )
e N2
: ) p(pg_ 1)
o= | BB A = 2\, <
(0) 5(0)
- RPN
: : D
P (0) 50)
- % i=1 s )
_ 21_2 (5<0>TA<0> 5O 4 250) ,
g
| —log(c?) | i (@ +1)

Hier ergibt sich nun, in Abweichung zu dem Ergebnis in Kapitel 4.2.2, ein b(¢)) # 0,
was die Probleme bei dem Versuch, das NIG-Modell als Aufdatierungsmodell gemé&f
Quaeghebeur und de Cooman zu verstehen, verursacht. Darauf wird im néchsten
Kapitel im Detail eingegangen.

Die Form von v und 7(3®, 2 ¢ p©) stimmt hingegen in den ersten @ Zeilen
vollkommen mit der sich im Normal-Modell ergebenden Form iiberein; es kommen nur
die letzten beiden Zeilen, die ihren Ursprung in der InversGamma-Verteilung haben,

hinzu.

Ebenso entspricht die Anzahl der natiirlichen Parameter der Anzahl der klassischen
Parameter; es gilt p + ’# +p+2= @ + 2 = q, die NIG-Verteilung erweist sich
also genau wie die Normalverteilung in Kapitel 4.2.2 als strikt g-parametrig® (jedoch
mit einem anderen Wert von gq).

A.1.3 Versuch der Anwendung des Aufdatierungsmodells von
Quaeghebeur und de Cooman auf das NIG-Modell

Es ist zwar moglich, die NIG-Verteilung in gleicher Weise wie in Kapitel 4.2.3 in die
Form einer Priori-Verteilung geméfl [Quaeghebeur und de Cooman 2005] umzuformen.
Die Uberpriifung, ob diese Priori-Verteilung aber nach einer Aufdatierung geméB der
Formeln (A.1) — (A.4) einer Posteriori-Verteilung geméf der Notation von Quaeghe-
beur und de Cooman entspricht, muss jedoch scheitern, wie im Folgenden erlautert wird.
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Das ,Ziel-Format* ist durch die Gleichung (3.3) gegeben, die der Anschaulichkeit halber
hier noch einmal wiedergegeben werden soll:

p() = (@, y?)exp {n(o)[w, y( ) —b(w)}}

Um die in Kapitel A.1.2 ermittelte Form der Normal-InversGamma-Verteilung nun an
diese Form anzupassen, muss jeder Summand im Exponenten, also auch b(¢), mit dem
Faktor ﬁ multipliziert werden, damit es moglich ist, n(?) im Exponenten auszuklam-
mern. Bei allen Termen auBer b(¢) ist es moglich, diesen Faktor 7(5°%, X9, a% 8°) zuzu-
ordnen, so dass die schon in Kapitel A.1.2 gefundene Form von 1 beibehalten werden
kann. Fiir den letzten Term im Exponenten, der nur aus b() besteht, gibt es diese
Moglichkeit nicht. Analog zur Notation des Aufdatierungsschritts in Kapitel 4.2.3 gilt
hier

Beobachtung 1 1 P
B 2

1 p 9 1
W'ilog(a ) :W'bw)

. J

letzter ‘Trerm im

Exponenten wor

der Aufdatierung p 2
im NIG-Modell 7 oo gi08ler)

J/

letzter Term im
Exponenten nach
der Aufdatierung
im NIG-Modell

Nach der Ausklammerung von n(® betrigt der letzte Summand im Exponenten

—o7 - b(¥); nach dem Aufdatierungsschritt gemi [Quaeghebeur und de Cooman 2005
miisste er ﬁﬂ - b() betragen. b(¢) hat jedoch, anders als die anderen Summanden
im Exponenten, keine Bestandteile, die diese Verdnderung ,kompensieren‘ kénnten, und
somit ergibt sich ein Widerspruch.

Erstaunlicherweise stellt aber der Aufdatierungsschritt fiir alle anderen Summanden,
die sich aus den Elementen von ¢ und 7(3®, 2@ ¢© p©) zusammensetzen, kein Pro-
blem dar. Bis auf die letzten beiden Summanden, die durch den Ubergang zum NIG-
Modell hinzugekommenen sind, unterscheiden diese sich ja nicht von den Summanden im
Normal-Modell, fiir die in Kapitel 4.2.3 die Aquivalenz der Aufdatierungsschritte schon
gezeigt wurde. Aber auch fiir die restlichen beiden Summanden kann diese Aquivalenz
gezeigt werden. Diese Summanden, die durch die beiden jeweils letzten Elemente von v
und 7(8©, 2@ ¢© p©) gebildet werden, konnen wie alle anderen die Ausklammerung
von n(® kompensieren‘ und stiinden der Interpretation des NIG-Modells als Aufda-
tierungsmodell gemafi Quaeghebeur und de Cooman nicht im Wege, da mit der oben
vereinbarten Notation £© " = A© die folgenden Beziehungen gelten:
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A.2 Syntax fiir die Berechnung der Ergebnisse in
Kapitel 4.4 und 4.5

Die in den Kapiteln 4.4 und 4.5 dargestellten Inferenzergebnisse und Schaubilder
wurden mit der Statistik-Software R, Versionsnummer 2.3.1, berechnet. Insbesondere die
Funktionen, die zur Berechnung der Kredibilitétsregionen dienen, wurden im Rahmen
der Implementierung jedoch nicht laufzeitoptimiert, da der Schwerpunkt dieser Arbeit
auf der theoretischen Entwicklung des Normal-Modells unter komplexer Unsicherheit lag.

Die Programmierungssyntax kann auf der beigefiigten CD gefunden werden. Der
Ordner R enthélt die Unterordner Syntax und Libraries; wéhrend in ersterem drei
Syntax-Dateien mit den Befehlen zur Berechnung der Ergebnisse in 4.4.1 abgelegt sind,
die stellvertretend fiir die Syntax der anderen Beispiele stehen sollen, enthélt letzterer
(auch online erhéltliche) Packages fiir R, die fiir die Lauffahigkeit der Syntax notig sind.

kredibilfunktionen.r enthélt selbstgeschriebene Funktionen zur Berechnung der in
den Kapiteln 4.4 und 4.5 angegebenen zweidimensionalen Kredibilitdtsregionen sowie
weitere Hilfsfunktionen.

bspl-teill.r enthilt den Hauptteil der Syntax fiir das Beispiel in Abschnitt 4.4.1,
némlich die Syntax fiir die Berechnung der verschiedenen Posteriori-Inferenzergebnisse
je nach Annahme der Werte fiir A, By und B, sowie fiir die Erstellung aller dort
eingefiigten Abbildungen bis auf zwei.

bspl-teil2.r enthélt hingegen nur die Syntax fiir die Erstellung der Abbildungen 4.5
und 4.6, die die Asymptotik der Posteriori-Intervalle fiir & — oo illustrieren.
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